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6Re´sume´
Sur plusieurs proble`mes il est difficile d’avoir un seul algorithme qui re´sout optimalement
(en temps d’exe´cution) toutes ses instances. Ce constat motive l’e´laboration des approches per-
mettant de combiner plusieurs algorithmes re´solvant le meˆme proble`me. Les approches permet-
tant la combinaison d’algorithmes peuvent eˆtre mise en oeuvre au niveau syste`me (en construi-
sant des bibliothe`ques, des langages et composants adaptatifs etc.) ou au niveau purement algo-
rithmique.
Ce travail se focalise sur les approches ge´ne´riques de combinaison d’algorithmes au niveau
algorithmique avec en particulier l’approche du portfolio d’algorithmes. Un portfolio d’algo-
rithmes de´finit une exe´cution concurrente de plusieurs algorithmes re´solvant un meˆme proble`me.
Dans une telle exe´cution, les algorithmes sont entrelace´es dans le temps et/ou l’espace. Sur une
instance a` re´soudre, l’exe´cution est interrompue de`s qu’un des algorithmes trouve une solution.
Nous proposons dans cette the`se une classification des techniques de combinaison d’algo-
rithmes. Dans celle ci nous pre´cisons pour chaque technique le contexte le plus adapate´ pour
son utilisation. Nous proposons ensuite deux techniques de construction des portfolio d’algo-
rithmes.
La premie`re technique est base´e sur une adaptation de la me´thode des plus proches voisins en
apprentissage automatique pour la combinaison des algorithmes. Cette technique est adaptative
car elle essaie sur chaque instance de trouver un sous ensemble d’algorithmes adapte´s pour sa
re´solution. Nous l’appliquons dans la combinaison des algorithmes ite´ratifs pour la re´solution
des syste`mes line´aires et nous montrons sur un jeu d’environ mille matrices creuses qu’elle
permet de re´duire le nombre d’ite´rations et le temps necessaire dans la re´solution. En outre, sur
certains jeux d’expe´rimentations, ces re´sultats montrent que la technique propose´e peut dans la
plupart des cas trouver l’algorithme le plus adapte´ a` sa re´solution.
La seconde technique est base´e sur le proble`me de partage de ressouurces que nous formulons.
Etant donne´s, un proble`me cible, un jeu de donne´es le repre´sentant, un ensemble d’algorithmes
candidats le re´solvant et le comportement en temps d’exe´cution du jeu de donne´es sur les algo-
rithmes candidats, le proble`me de partage de ressources a pour objectif de trouver la meilleure
re´partition statique des ressources aux algorithmes candidats de sorte a` minimiser en moyenne
le temps de re´solution du jeu de donne´es cibles. Ce proble`me vise a` trouver une solution en
moyenne plus robuste que chacun des algorithmes candidats pris se´pare´mment. Nous montrons
que ce proble`me est NP-complet et proposons deux familles d’algorithmes approche´s et exacts
pour le re´soudre. Nous validons les solutions propose´es en prenant des donne´es issues d’une
base de donne´es pour SAT. Les re´sultats obtenus montrent que les solutions propose´es per-
mettent effectivement de be´ne´ficier de la comple´mentarite´ des algorithmes re´solvant un meˆme
proble`me pour la construction des algorithmes robustes.
7Abstract
On many problems, it is hard to find an algorithm that solves all its instances with the
shortest execution time. We are interested here by the design of approaches for combining
several algorithms solving the same problems in order to determine a good combination over
the whole set of instances. Such approaches can be developed at a system level (with libraries,
adaptive languages and components, etc.) or at an algorithmic level.
In this work we are interested on generic algorithmic approaches for combining algorithms. We
mainly focus on approaches based on the algorithm portfolio concept. An algorithm portfolio
defines a concurrent execution of many algorithms solving a same problem. The execution of
algorithms is interleaved in time or in space. The execution is interrupted on the instance to
solve when one algorithm finds a solution.
We propose in this thesis a classification of existing techniques for combining algorithms.
In this classification, we define for each technique the most suitable context for its utilisation.
Then, we propose two techniques for designing porftolio of algorithms.
The first technique is based on an adaptation of the nearest neighbour method in machine lear-
ning for the combination of algorithms. This technique is adaptive because for each instance to
solve, we aim at determining the most suitable subset of algorithms that can perform well on
it. We apply this technique to the resolution of sparse linear systems of equations with iterative
solvers and we show experimentally on around one thousand matrices that this technique can
effectively be used to reduce the number of iterations and the execution time necessary on the
resolution. Moreover, on some experimentations, we were able to predict on almost all the cases
the well suited algorithms for solving instances.
The second technique is based on a formulation of the resource sharing problem. Given a target
problem, a benchmark of problem instances, a set of candidate algorithms, and the behaviour in
execution time of candidate algorithms on the benchmark, the objective in the resource sharing
is to find the best way of deploying ressources to candidate algorithms in order to minimize
of the execution time necessary to benchmark instances. Our objective with this problem is to
build a robust algorithm in sharing ressources to candidate algorithms that are executed in the
portfolio. We show that the formulated problem is NP-complete and we propose two families
of heuristics and exact algorithms to solve it. Then, we validate our algorithms on a database of
SAT problems. The obtained results show that the proposed solutions can serve effectively to
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Chapitre 1
Introduction
1.1 Contexte et motivations
L’e´volution de l’algorithmique et des architectures d’ordinateurs est observable de part la
prolife´ration des bibliothe`ques spe´cialise´es dans la re´solution de diffe´rents proble`mes et pre-
nant en compte diverses technologies d’ordinateurs. Un constat que l’on peut en tirer est celui
du nombre croissant d’algorithmes re´solvant un meˆme proble`me cible. Ceci est par exemple
le cas sur les proble`mes de tri [Bida and Toledo 2006, Li et al. 2004], de multiplication matri-
cielle [Bilmes et al. 1997, Whaley et al. 2001, Goto and van de Geijn 2008]
[Nasri and Trystram 2004, Li et al. 1997, Hunold et al. 2004], de la re´solution des syste`mes line´aires
et non line´aires [Ern et al. 1994, Saad 2003, Houstis et al. 2000, Barrett et al. 1994, Kelley 1995]
ou des proble`mes d’ordonnancement [Leung et al. 2004].
Le nombre important d’algorithmes disponibles pour la re´solution d’un meˆme proble`me pose
aujourd’hui la question de leur exploitation efficace. Sur diverses architectures, les perfor-
mances des algorithmes peuvent varier e´norme´ment a` travers les instances du proble`me
cible [Ern et al. 1994, Hunold et al. 2004]. Pour un utilisateur, non expert du proble`me cible il
se pose alors la question du choix de l’algorithme le mieux adapte´ a` son usage suivant ses cibles
de performance.
Une approche qui a souvent e´te´ privile´gie´e dans le choix du ”bon” algorithme est celle
de la meilleure complexite´ asymptotique dans le pire ou en moyenne. A cet effet, on peut
employer les techniques d’analyse purement the´oriques [Knuth 1998, Cormen et al. 2001] ou
prenant en compte les e´valuations expe´rimentales [McGeoch et al. 2000]. Se re´fe´rer a` la com-
plexite´ asymptotique comporte ne´anmoins des limites. L’analyse dans le cas moyen est sur
beaucoup d’algorithmes assez difficile a` e´tablir ; Elle demeure en outre tre`s probabiliste sur la
distribution des donne´es en entre´e qui n’est pas toujours facile a` connaıˆtre. L’analyse du pire
des cas quant a` elle peut donner une borne trop grossie`re sur l’efficacite´ re´elle des diffe´rents
algorithmes car en ge´ne´ral, elle ne prend en compte que certaines instances du proble`me.
Une autre approche pour faire face a` ce proble`me a e´te´ celle du de´veloppement par proble`mes,
d’une re´ponse propre permettant de combiner au mieux diffe´rents algorithmes re´solvant le
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meˆme proble`me, notamment avec les concepts d’algorithmes hybrides et poly-algorithmes
[Cung et al. 2006, Frigo and Johnson 1998, Nasri and Trystram 2004, Ngoko 2006]. L’impor-
tance des proble`mes pour lesquels il existe diffe´rents algorithmes employables ne´cessite toute-
fois que ces techniques soient rendues de nos jours a` un niveau automatisable. L’exigence d’au-
tomatisation signifie en particulier que les solutions propose´es indiquent comment de´river au-
tomatiquement une solution de combinaison d’algorithmes sur une large classe d’algorithmes.
1.2 Positionnement et objectifs de la the`se
De nombreux travaux se sont inte´resse´s a` la combinaison automatique des algorithmes. Les
solutions qui y ont e´te´ propose´es peuvent eˆtre situe´es a` deux principaux niveaux :
– Les solutions au niveau algorithmique proposant une de´finition du proble`me informa-
tique de la combinaison automatique. Dans cette logique, ont e´te´ introduit : le proble`me
de se´lection des algorithmes [Rice 1979], des proble`mes de cascading d’algorithmes
[Frigo and Johnson 1998, Nasri and Trystram 2004, Bida and Toledo 2006] ainsi que d’autres
mode´lisations du proble`me de combinaison reposant sur des portfolio d’algorithmes
[Sayag et al. 2006, Streeter et al. 2007]. Dans les solutions propose´es ici, la combinaison
automatique des algorithmes est perc¸ue comme e´tant un proble`me particulier auquel il
faut proposer un algorithme de re´solution (un poly-algorithme).
– Les solutions au niveau syste`me proposant une architecture syste`me pour la combinai-
son des algorithmes. Ici, on peut distinguer : le syste`me LSA [Gannon et al. 2000] pro-
posant une infrastructure permettant a` l’utilisateur de composer diffe´rents algorithmes,
l’approche SANS [Dongarra et al. 2006b, Demmel et al. 2006]
[Blackford et al. 1997, Berman et al. 2001, Chen et al. 2003] proposant une architecture
de composants permettant d’utiliser plusieurs algorithmes dans la re´solution d’un proble`me
ou les approches dynamiques [Roch et al. 2006, Buisson et al. 2005] proposant une com-
binaison des algorithmes de´pendante des e´ve`nements qui surviennent sur la plate-forme
d’exe´cution.
Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` des solutions au niveau algorithmique pour combi-
ner plusieurs algorithmes re´solvant un meˆme proble`me afin de minimiser le temps de re´solution.
Notre objectif est de proposer, e´tant donne´ un proble`me solvable par une liste connue d’algo-
rithmes, des mode`les permettant de de´river des algorithmes plus robustes et adaptatifs en se
basant sur ceux connus.
Cet objectif peut eˆtre de´crit plus formellement comme suit : Conside´rons les instances I d’un
proble`me et la liste {A1, . . . , Ak} des algorithmes le re´solvant. Soit Algo, l’algorithme que
nous espe´rons de´river de {A1, . . . , Ak} et C(Ai, Ij) le temps de re´solution d’une instance Ij
avec l’algorithme Ai. L’objectif de robustesse indique qu’en moyenne, le temps d’exe´cution de







C(Ai, Ij). L’objectif d’adaptativite´ veut que l’algorithme
de´rive´ s’adapte a` chaque instance qu’il re´sout de sorte a` se rapprocher de la meilleure perfor-
mance algorithmique possible. Ceci indique que pour chaque instance Ij la valeur C(Algo, Ij)
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soit minimale. Ce dernier objectif englobe la robustesse mais est plus difficile a` atteindre en
ge´ne´ral.
1.3 Contributions et guide de lecture
Dans cette the`se nous nous inte´ressons a` la mode´lisation algorithmique des techniques de
combinaison d’algorithmes. La the`se principale que nous de´fendons est celle de promouvoir
l’usage des approches par portfolio d’algorithmes dans la combinaison automatique des algo-
rithmes. Les portfolio d’algorithmes ont e´te´ introduits dans [Huberman et al. 1997] et s’ins-
pirent du proble`me on-line de se´lection des portfolio [Borodin and El-Yaniv 1998]. Un portfo-
lio d’algorithmes de´finit une exe´cution concurrente de plusieurs algorithmes re´solvant un meˆme
proble`me. Dans une telle exe´cution, les algorithmes sont entrelace´es dans le temps et/ou l’es-
pace. Sur une instance a` re´soudre, l’exe´cution est interrompue de`s qu’un des algorithmes trouve
une solution.
Nous conside´rons en particulier dans cette the`se, les mode`les de portfolio d’algorithmes par par-
tage de ressources et de temps introduit dans [Sayag et al. 2006] et auxquels nous ajoutons des
conside´rations pratiques. L’approche ge´ne´rale de re´solution d’une instance avec les portfolio
d’algorithmes ici comporte les phases suivantes :
– La se´lection du sous ensemble d’algorithmes AI qui a priori sur l’instance I donnera le
plus petit temps d’exe´cution possible
– La de´termination du meilleur portfolio d’algorithmes entrelac¸ant les exe´cutions des algo-
rithmes dans AI
– L’exe´cution de ce portfolio afin de re´soudre I
Nous de´montrons l’efficacite´ de cette me´thodologie en prenant deux approches permettant de
construire des algorithmes hybrides et adaptatifs base´es sur les portfolio d’algorithmes.
Ce manuscrit est organise´ en 6 chapitres. Le chapitre 2 pre´sente une vue d’ensemble des
techniques de combinaison d’algorithmes en insistant en particulier sur les portfolio d’algo-
rithmes. Il introduit une classification des techniques existantes. Deux classes principales sont
ici conside´re´es en fonction de l’hypothe`se selon laquelle l’on puisse avoir un mode`le analytique
de pre´diction des performances des algorithmes que l’on veut combiner.
Le chapitre 3 propose une approche par portfolio d’algorithmes s’appuyant sur les tech-
niques d’apprentissage automatique et en particulier la me´thode des plus proches
voisins [Mitchell 1997]. La diffe´rence essentielle entre le mode`le qui y est pre´sente´ et ceux
existants dans la litte´rature est dans la possibilite´ d’exe´cution concurrente des algorithmes.
L’approche propose´e ici est valide´e sur le proble`me de re´solution des syste`mes line´aires en
prenant un ensemble de 959 matrices issus d’une collection de matrices creuses de l’universite´
de Floride 1.
Le chapitre 4 propose une approche par portfolio d’algorithmes dans un contexte paralle`le
et homoge`ne. Cette approche est inspire´e du proble`me de partage continu de ressources pro-
1http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/
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pose´s dans [Sayag et al. 2006]. Afin de le rendre plus re´aliste, nous le modifions en conside´rant
que les ressources sont discre`tes. Nous pre´sentons des re´sultats de complexite´ sur le proble`me
de partage discret des ressources ainsi que des algorithmes exacts et approche´s. Nous e´valuons
les algorithmes et l’inte´reˆt du proble`me de partage de ressources en effectuant des simula-
tions avec une base de donne´es(SatEx) contenant les performances de solveurs sur le proble`me
SAT [Simon and Chatalic 2001].
Le chapitre 5 traite du mode`le de partage discret de ressources avec l’hypothe`se que tous
les algorithmes doivent ne´cessairement participer au partage. Nous proposons sur ce mode`le
des re´sultats de complexite´ et des algorithmes de re´solution exacts et approche´s. Nous validons
ensuite les algorithmes propose´s en effectuant des simulations sur la base de donne´es SatEx.
Enfin, le chapitre 6 propose une e´valuation ge´ne´rale des deux approches par portfolio d’al-
gorithmes que nous avons propose´es. Nous pre´sentons sommairement les re´sultats obtenus, ana-
lysons l’ade´quation de ces approches en fonction du contexte ge´ne´rale de la combinaison des
algorithmes et relevons les faiblesses des diffe´rentes approches. Nous terminons en pre´sentant
les principales perspectives que nous envisageons suite a` ce travail.
Chapitre 2
Mode´lisation
Re´sume´ : Dans ce chapitre nous pre´sentons diffe´rentes mode´lisations visant a` combiner les
algorithmes re´solvant un proble`me avec pour objectif de minimiser le temps d’exe´cution. Nous
proposons en particulier une classification des techniques existantes en insistant en particulier
sur les approches par portfolio d’algorithmes.
2.1 Introduction
Ce chapitre est consacre´ a` la pre´sentation des techniques de combinaison automatique d’al-
gorithmes re´solvant un meˆme proble`me. Les approches de combinaison d’algorithmes sont
varie´es et peuvent eˆtre situe´es au niveau algorithmique et au niveau syste`me. Dans tous les cas,
le but de la combinaison est de produire sur chaque instance a` re´soudre un ordre d’exe´cution
des algorithmes dans le temps et dans l’espace. Au niveau algorithmique on peut construire cet
ordre comme e´tant la solution a` un proble`me informatique pose´. Nous verrons quelques uns de
ces proble`mes dans la suite. Au niveau syste`me, on joint a` l’ordre d’exe´cution un environnement
d’exe´cution contenant par exemple un ordonnanceur de taˆches afin de controˆler l’exe´cution de
l’instance. Ceci est inte´ressant car plusieurs e´ve`nements peuvent pertuber les estimations ini-
tiales faites sur la qualite´ de l’ordre d’exe´cution de´fini initialement pour une instance. Il est
important dans ces cas de pouvoir adapter l’exe´cution de l’instance a` ceux ci. Nous ciblons
uniquement les approches au niveau algorithmique visant a` re´duire le temps d’exe´cution en
moyenne et par instances du proble`me cible.
Plusieurs vues d’ensemble de la litte´rature sur la combinaison des algorithmes ont e´te´ pro-
pose´es. Dans [Cung et al. 2006], les auteurs proposent une classification des algorithmes hy-
brides et adaptatifs ainsi qu’une technique originale de couplage d’algorithmes dans un contexte
paralle`le et dynamique. Une autre classification des algorithmes hybrides et adaptatifs a e´te´ pro-
pose´ dans [Gagliolo and Schmidhuber 2006]. Celle ci en particulier distingue les moments et
les diffe´rents lieux ou` peuvent prendre place le couplage d’algorithmes. Dans les deux e´tudes
que nous avons releve´es, la classification propose´e couvre peu le champ des techniques de
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mise en oeuvre permettant de combiner les algorithmes. Dans [Dongarra et al. 2006b], les au-
teurs proposent un survol des techniques de se´lection et de calibrage d’algorithmes pour la
re´solution des proble`mes nume´riques. Ce survol qui inclut la mise en oeuvre au sein d’un
syste`me des approches de combinaison d’algorithmes couvre tre`s peu le niveau algorithmique.
Dans [An et al. 2003, Guo 2003], d’autres vues d’ensemble des techniques de combinaison
d’algorithmes sont pre´sente´es. Seulement, celles ci restent tre`s focalise´es a` des me´thodologies
pre´cises de combinaison d’algorithmes base´es sur l’apprentissage automatique.
Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle classification des approches de combinaison
d’algorithmes. A travers celle ci, nous donnons en comparaison avec les autres travaux existants,
une vue plus centre´e sur le niveau algorithmique et couvrant un plus large spectre d’approches.
La classification que nous proposons distingue les approches de combinaison d’algorithmes
en approches clairvoyantes et non-clairvoyantes en fonction de la connaissance ou non a priori
d’une estimation du temps d’exe´cution. Pour chaque classe d’approches, nous analysons l’adap-
tation des hypothe`ses sous jascentes pour la combinaison des algorithmes nume´riques et com-
binatoires et nous pre´sentons quelques exemples d’applications. La diffe´rence principale entre
les classes clairvoyantes et non clairvoyantes est dans l’hypothe`se selon laquelle on peut avoir
une me´trique de performance analytique donnant le comportement des diffe´rents algorithmes a`
combiner sur les instances du proble`me cible. Nous nous focalisons plus sur les approches non-
clairvoyantes ou` nous montrons l’inte´reˆt d’utiliser les approches par portfolio d’algorithmes
dans ce cas.
L’ide´e principale dans les portfolio d’algorithmes est d’autoriser l’exe´cution concurrente de
plusieurs algorithmes re´solvant un meˆme proble`me. Si cette approche a` premie`re vue souffre de
la redondance des calculs ne´cessaires a` la re´solution d’un proble`me, nous montrons que cette
redondance peut eˆtre exploite´e comme un temps consacre´ en re´alite´ a` la se´lection du meilleur
algorithme.
La suite du chapitre est organise´e comme suit : Dans la section 2.2, nous pre´sentons les
approches clairvoyantes de combinaison automatique d’algorithmes. La section 2.3 pre´sente
les approches non clairvoyantes avec en particulier les approches par portfolio d’algorithmes.
Nous tirons un bilan ge´ne´ral et pre´sentons les perspectives dans la section 2.4.
2.2 Approches clairvoyantes de combinaison d’algorithmes
Dans cette section, nous pre´sentons les approches clairvoyantes de combinaison d’algo-
rithmes. Nous illustrons ces approches en prenant exemple sur des algorithmes re´solvant les
proble`mes d’alge`bre line´aire dense et les proble`mes combinatoires polynomiaux. Nous pre´cisons
que ces domaines ont suscite´ beaucoup d’inte´reˆts dans la combinaison des algorithmes notam-
ment sur la multiplication matricielle et le tri [Whaley et al. 2001, Bilmes et al. 1997]
[Houstis et al. 2000, Goto and van de Geijn 2008, Bida and Toledo 2006].
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2.2.1 Pre´liminaires
Les approches clairvoyantes sont base´es sur la notion de poly-algorithme. Un poly-algorithme
est un algorithme compose´ de plusieurs algorithmes re´solvant le meˆme proble`me. Lors de la
re´solution d’une instance du proble`me, il choisit d’exe´cuter un des algorithmes qui le compose.
Les approches clairvoyantes sont base´es sur le sce´nario 2.2.1 de´crit comme suit :
Sce´nario 2.2.1. Un utilisateur est face a` un proble`me donne´ par une infinite´ d’instances et un
nombre fini d’algorithmes (en ge´ne´ral faible sur le proble`me cible). L’objectif est de construire
un poly-algorithme pour cet utilisateur qui sur chaque instance du proble`me va combiner ou
se´lectionner les diffe´rents algorithmes de sorte a` re´soudre les instances du proble`me avec le
plus petit temps d’exe´cution possible. Plus formellement, e´tant donne´ un proble`me calculable
P et un ensemble d’algorithmes A = {A1, A2, . . . , Ak}, on veut construire un poly-algorithme
Poly(.) base´ sur A tel que quelle que soit instance I de P , Poly(I) la re´solve avec le plus petit
temps d’exe´cution possible.
Le Sce´nario 2.2.1 a e´te´ classiquement utilise´ dans le calcul haute performance pour construire
des algorithmes adaptatifs [Dongarra et al. 2006b, Whaley et al. 2001, Goto and van de Geijn 2008]
[Nasri and Trystram 2004, Frigo and Johnson 1998, Bida and Toledo 2006, Li et al. 1997]
[Ngoko 2006].
Les approches clairvoyantes admettent l’existence d’un mode`le d’estimation du temps d’exe´cution
des algorithmes sur les instances. Cette hypothe`se est raisonnable sur plusieurs proble`mes no-
tamment ceux de l’alge`bre line´aire dense et les proble`mes combinatoires polynomiaux. En effet,
la litte´rature autour des noyaux fondamentaux dans ces domaines (multiplication matricielle,
tri) est particulie`rement riche en algorithmes pour lesquels les mode`les analytiques de la per-
formance ont e´te´ de´veloppe´s [Li et al. 1997, Ngoko 2006, Knuth 1998]. La performance analy-
tique des algorithmes est souvent ici donne´e en fonction de la taille de l’instance du proble`me
a` re´soudre et des parame`tres architecturaux de l’environnement d’exe´cution. Sur le produit de
matrices, par exemple, la taille du cache L1, le nombre de registres ou la forme(triangulaire,
carre´e) de la matrice sont des parame`tres architecturaux souvent conside´re´s. Dans plusieurs
cas, la pre´cision des mode`les analytiques propose´s a e´te´ valide´e a` travers des e´tudes
expe´rimentales [Knuth 1998, Whaley et al. 2001, Bilmes et al. 1997, Li et al. 1997].
L’existence d’un mode`le d’estimation du temps d’exe´cution des instances sur les algo-
rithmes est fondamentale dans les approches clairvoyantes. Dans la suite, nous allons pre´senter
deux types d’approches base´es sur cette hypothe`se et suivant le sce´nario ci dessus. Ce sont les
approches par se´lection d’algorithmes et celles par combinaison re´cursive d’algorithmes.
2.2.2 La se´lection d’algorithmes
Les approches par se´lection d’algorithmes sont inspire´es des mode`les de se´lection d’algo-
rithmes introduit par John Rice [Rice 1979]. Ici, on construit Poly(.) en cre´ant une fonction de
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placement qui doit eˆtre capable d’associer a` chaque instance I de P un algorithme dans A. Une
exigence pour avoir une telle fonction est la capacite´ de pre´dire pour chaque instance son temps
d’exe´cution sur les algorithmes. En supposant que Perf(Aj, I) donne le temps d’exe´cution de
l’algorithme Aj sur l’instance I , la fonction de placement sur l’instance I va exe´cuter l’algo-
rithme Aopt qui minimise Perf(Aj, I).
La se´lection d’algorithmes est une approche naturelle pour la combinaison d’algorithmes.
Elle est simple et de´pend principalement de la pre´cision de la fonction Perf . Un avantage
d’utilisation de cette approche en alge`bre line´aire dense ou sur les proble`mes polynomiaux est
que dans ces cas, les principaux parame`tres souvent utilise´s dans la construction de la fonc-
tion Perf sont ici la taille de l’instance a` re´soudre et certains parame`tres machines que l’on
peut de´terminer a` l’avance. Dans ces cas donc, on peut de´cider du meilleur algorithme pour la
fonction Perf sur chaque instance en un temps tre`s court. Ainsi si time(Poly(I)) est le temps
d’exe´cution de Poly(.) sur I et time(Aopt(I)) est le temps d’exe´cution optimal d’un algorithme
dans A ( au sens de Perf ) sur l’instance I , on a time(Poly(I)) = time(Aopt(I)) + C(I) ou`
C(I) est le temps necessaire a` l’e´valuation de la fonction de performance sur I .
Dans la suite, nous montrons comment la se´lection des algorithmes peut eˆtre applique´e pour
automatiser la combinaison des algorithmes de multiplication paralle`le de matrices.
2.2.2.1 Exemple : Se´lection d’algorithmes pour la multiplication paralle`le des matrices
Nous nous re´fe´rons ici a` des e´tudes effectue´es dans [Li et al. 1997, Ngoko 2006]. Il existe
aussi des e´tudes similaires que l’on peut retrouver dans [Nasri and Trystram 2004]
[Hunold et al. 2004, Blackford et al. 1997]. Conside´rons le calcul de C = A×B ou` A ∈ Rm×k
et B ∈ Rk×n dans un contexte paralle`le et distribue´. Nous utiliserons ici trois algorithmes. Le
premier est une adaptation de l’algorithme systolique en dimension 2 (ou` la matrice C est sta-
tionnaire) sur une grille carre´e de processeurs ; Il a e´te´ propose´ dans [Li et al. 1997]. Le second
algorithme a e´te´ propose´ dans [Agarwal et al. 1994] et est base´ sur une formulation bloc du pro-
duit externe des matrices. Le troisie`me algorithme a e´te´ propose´ dans [Grayson and van de Geijn 1996]
et est base´ sur une paralle´lisation bloc de l’algorithme de Strassen. L’algorithme de Strassen peut
eˆtre exe´cute´ avec plusieurs niveaux de re´cursivite´. Nous conside´rons ici seulement un niveau de
re´cursivite´.
Une analyse de´taille´e de ces diffe´rents algorithmes a e´te´ propose´e dans [Li et al. 1997]
[Ngoko 2006]. Cette analyse propose des fonctions analytiques de couˆt des diffe´rents algo-
rithmes en supposant que les communications re´pondent au mode`le LogP [Culler et al. 1996]
efficace pour caracte´riser les couˆts de communication en environnement distribue´. De´signons
par tadd(x), tmult(x) et tcomm(x) les fonctions de couˆt analytique d’un de nos algorithmes x.
Conside´rons aussi les notations δ, γ, α, β pour de´signer respectivement : le couˆt d’une addition
flottante, le couˆt d’une multiplication flottante, la latence et l’inverse de la bande passante dans
le mode`le LogP. En supposant que l’on a une grille de p = r2 processeurs, la fonction de couˆt
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tcomm(3) = 7r(r − 1)(2α+ β(mk+kn)4p )
On peut noter ici que ces fonctions de couˆt sugge`rent qu’en fonction des matrices et de
l’environnement d’exe´cution, les diffe´rents algorithmes n’auront pas la meˆme performance. En
effet, le couˆt des communication est diffe´rent pour les trois algorithmes. Par ailleurs, le couˆt
des multiplications et des additions est le meˆme pour le premier et le troisie`me algorithme. Ces
observations ont en outre e´te´ ve´rifie´es a` travers diffe´rentes exe´cutions des algorithmes ci des-
sus [Li et al. 1997, Ngoko 2006].
A partir des fonctions de couˆt ci dessus, on peut construire un poly-algorithme pour la mul-
tiplication paralle`le des matrices qui en fonction des matrices en entre´es et de la plate-forme
cible exe´cutera l’algorithme qui conduit a` la minimisation du temps total d’exe´cution. Un tel
poly-aglorithme a e´te´ propose´ dans [Li et al. 1997] et sa performance est meilleure que celle de
chacun des algorithmes pris se´pare´ment.
Il existe plusieurs autres exemples en alge`bre line´aire dense et sur les proble`mes polyno-
miaux combinatoires similaires a` celui que nous avons pre´sente´. Nous renvoyons le lecteur
principalement aux e´tudes faites dans [Lamarca and Ladner 1999, An et al. 2003, Li et al. 2004,
Dongarra et al. 2006b, McCracken et al. 2003, Bilmes et al. 1997, Whaley et al. 2001].
La se´lection d’algorithmes est une approche pour automatiser la combinaison de plusieurs
algorithmes re´solvant le meˆme proble`me. Elle est simple avec une de´cision de choix d’algo-
rithmes est peu couˆteuse.
L’exemple ci dessus pre´sente toutefois, une combinatoire dans le choix des algorithmes qui
n’est pas explore´e dans ce cas. En effet, dans l’algorithme de Strassen, la me´thode de Stras-
sen n’a e´te´ applique´e qu’a` un seul niveau de re´cursivite´. Plusieurs autres niveaux d’applications
peuvent eˆtre conside´re´s avec au bout diffe´rentes performances dans la re´solution. Cette observa-
tion pose la question de la de´composition optimale du proble`me initial en sous proble`mes quand
on a un algorithme re´cursif. Nous allons dans la suite proposer une approche de combinaison
d’algorithmes base´e sur ce principe.
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2.2.3 La combinaison re´cursive des algorithmes
L’approche de composition re´cursive que nous proposons a e´te´ applique´e principalement
pour le calcul de la transforme´e de Fourier discre`te [Frigo and Johnson 1998] et le
tri [Bida and Toledo 2006].
Dans la combinaison re´cursive des algorithmes, nous sommes inte´resse´s par l’usage op-
timal d’un algorithme diviser-pour-re´gner a` partir de l’observation suivante : e´tant donne´ un
algorithme re´cursif A et d’autres algorithmes A = {A1, . . . , Ak} re´solvant le meˆme proble`me,
on peut substituer tout appel re´cursif dans A par un appel a` un algorithme dans A. Dans la
figure 2.1, nous illustrons ce fait. Ici, nous avons un algorithme exe´cute´ a` trois niveaux de
re´cursvite´ sur une instance. Le premier niveau de´compose l’instance a` re´soudre en deux autres.
Sur une de ces instances, on applique l’algorithme A1 et sur la seconde, on applique a` nou-
veau l’algorithme re´cursif. A la fin des appels re´cursifs, on doit fusionner les re´sultats obtenus.
Pour cela, nous avons repre´sente´ les e´tapes de pre´-processing et post-processing repre´sentant






FIG. 2.1 – Combinaison re´cursive d’algorithmes sur un proble`me P a` re´soudre. Celui ci est
subdivise´ en deux sous proble`mes identiques SP1 et SP2. Le premier sous proble`me est re´solu
par l’algorithme A1. Le second est a` nouveau subdivise´ en sous proble`mes qui sont re´solus par
A2.
L’observation ainsi faite indique qu’en fonction de la taille du proble`me a` re´soudre et des
algorithmes disponibles, il existe plusieurs combinaisons possibles permettant de re´soudre le
proble`me cible. L’ide´e dans la combinaison re´cursive est donc de trouver pour toute instance a`
re´soudre la de´composition optimale base´e sur un ou plusieurs algorithmes re´cursifs conduisant
au plus petite couˆt de re´solution de l’instance. On peut e´videmment noter qu’a priori le nombre
de telles de´compositions peut eˆtre tre`s important en fonction de la taille de l’instance.
2.2.3.1 Exemple de combinaison re´cursive sur le tri
Nous proposons ici un exemple simplifie´ de la combinaison re´cursive des algorithmes de tri.
Cet exemple est inspire´ de l’approche de combinaison re´cursive de´veloppe´e
dans [Lagoudakis and Littman 2000]
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Supposons par exemple que nous avons a` trier des e´le´ments avec trois algorithmes dans un
contexte se´quentiel : le tri par insertion (Insertion Sort), le Merge Sort et le Quick Sort. Sur
des petites tailles de donne´es n ≤ n0 nous pouvons connaıˆtre quel est le meilleur algorithme
(algorithme le plus rapide) ainsi que son couˆt d’exe´cution. Sur des grandes tailles de donne´es
on peut exploiter la re´cursivite´ des algorithmes de Merge Sort et Quick Sort pour se ramener
a` un proble`me sur une taille de donne´es plus petite. ´Etant donne´ un tableau de taille n dans ce
cas, soit OPT (n) la fonction de couˆt pour le tri optimal. Nous posons
OPT (n) = min{OPTM(n), OPTQ(n), OPTI(n)}
Ici, OPTI(n) de´signe le couˆt du tri si on de´cide d’appliquer le tri par insertion, OPTM(n)
donne le couˆt du tri si on de´cide d’appliquer le Merge Sort et donc de subdiviser le tableau de
taille n en deux sous tableaux de taille n/2 et OPTQ(n) le couˆt du tri si on applique le Quick
Sort au premier niveau. Ces deux fonctions par ailleurs peuvent eˆtre de´crites comme suit :
OPTM(n) = M(n) +OPT (⌊n/2⌋) +OPT (⌈n/2⌉),
OPTQ(n) = Q(n) + 1
n
∑n−1
p=1 (OPT (p) +OPT (n− p))
M(n) ici de´signe le couˆt de la fusion du tableau de taille n en deux sous tableaux M(n) =
θ(n). Q(n) de´signe le couˆt du partitionnement d’un tableau de taille n dans l’algorithme de
Quicksort. La somme ∑n−1p=1 (OPT (p) + OPT (n − p)) est lie´e au fait qu’a` la probabilite´ 1n on
peut avoir un de´coupage du tableau a` trier en deux tableaux de taille p, 1 ≤ p ≤ n− 1 et n− p.
´Etant donne´ un tableau de taille n a` trier, on peut en utilisant la fonction OPT construire un
arbre de de´composition indiquant le meilleur couplage re´cursif d’algorithmes permettant de le
trier. Dans la construction de cet arbre on peut supposer que si on a une de´composition optimale
pour une taille n′ donne´e, celle ci reste optimale si elle est incluse dans une de´composition de
taille n > n′.
Nous avons pre´sente´ quelques approches pour la combinaison automatique des algorithmes
en admettant que l’on a un mode`le analytique estimant le temps d’exe´cution des algorithmes
sur les instances. L’approche de se´lection d’algorithmes est simple et peu couˆteuse mais ne
prend pas en compte e´ventuellement certaines compositions d’algorithmes. L’approche de la
combinaison re´cursive conside`re un espace de recherche beaucoup plus grand mais ne´cessite un
temps d’exe´cution important pour de´terminer la solution optimale. Dans la suite, nous portons
un regard critique sur les approches clairvoyantes
2.2.4 Analyse critique des approches clairvoyantes
Nous avons justifie´ l’hypothe`se d’un mode`le analytique de la performance des algorithmes
sur les approches clairvoyantes en prenant exemple sur les proble`mes d’alge`bre line´aire dense
et les proble`mes combinatoires polynomiaux. Conside´rons maintenant cette hypothe`se sur les
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proble`mes difficiles que sont les proble`mes d’alge`bre line´aire creuse et des proble`mes combi-
natoires difficiles (principalement les proble`mes NP complet comme le proble`me SAT ou les
proble`mes d’ordonnancement).
Sur ces proble`mes, l’hypothe`se de la pre´dictibilite´ des temps d’exe´cution est difficile a`
ve´rifier. Ceci est principalement duˆ au fait qu’il y a plusieurs e´le´ments inconnus ou tre`s couˆteux
a` estimer qui sont de´terminants dans la performance des algorithmes sur les instances. Par
exemple, le temps d’exe´cution dans la re´solution d’un syste`me line´aire creux avec les me´thodes
ite´ratives de´pend principalement de la distribution des valeurs propres [Saad 2003]. Seulement,
le calcul de ces valeurs propres peut eˆtre tout aussi couˆteux que la re´solution du syste`me [Saad 2003].
Sur les heuristiques re´solvant les proble`mes NP complet par ailleurs, il est tre`s difficile d’estimer
le temps d’exe´cution dans la re´solution d’une instance. Quelques pistes inte´ressantes a` cet effet
ont e´te´ suivies dans [Lobjois and Lemaıˆtre 1998] sur le proble`me de satisfaction des contraintes
et dans [Knuth 1975] sur les algorithmes base´s sur le bactracking. Ne´anmoins, les techniques
utilise´es sont tre`s de´pendantes des proble`mes cibles et comme montre´ dans[Knuth 1975]
[Lobjois and Lemaıˆtre 1998], l’estimation peut conduire a` une tre`s grande borne supe´rieure.
Enfin, un re´sultat ge´ne´ral sur la difficulte´ de pre´diction des performances des algorithmes peut
eˆtre trouve´ dans [Guo 2003].
Sur tous les types de proble`mes, les approches clairvoyantes ne sont pas necessairement
ade´quates. Dans la suite, nous allons proposer une autre familles d’approches dites non-clairvoyantes
qui peuvent servir d’alternatives
2.3 Approches non-clairvoyantes de combinaison
Dans les approches non-clairvoyantes, nous ne supposons pas l’existence d’un mode`le d’es-
timation du temps d’exe´cution des algorithmes sur les instances. Nous allons pre´senter dans
cette partie trois approches de ce type. Ce sont : les approches on-line, les approches base´es sur
l’apprentissage automatique et les approches par portfolio d’algorithmes.
2.3.1 Les approches on-line
Les approches dites on-line de combinaison d’algorithmes proposent de combiner les al-
gorithmes sans connaissance a priori de la nature de l’instance a` re´soudre. Elles ont e´te´ prin-
cipalement e´tudie´es dans [Gagliolo and Schmidhuber 2008, Gagliolo and Schmidhuber 2006,
Streeter et al. 2007]. Ici, on proce`de en ge´ne´ral en de´clinant le proble`me de combinaison d’al-
gorithmes en un proble`me on-line classique [Auer et al. 2002, Borodin and El-Yaniv 1998]. Les
proble`mes on-line les plus e´tudie´s ici sont le proble`me du bandit manchot [Auer et al. 2002,
Gagliolo and Schmidhuber 2006] et le proble`me on-line de recherche du plus court
chemin [Streeter et al. 2007]. Ces proble`mes sont en ge´ne´ral compose´s de trois e´le´ments prin-
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cipaux : une se´quence d’entre´e, un ensemble fini de strate´gies a` choisir sur chaque entre´e,
une me´trique de couˆt donnant la re´compense occasionne´e par le choix d’une strate´gie sur une
entre´e. Ces proble`mes sont ge´ne´ralement adapte´s a` la combinaison des algorithmes en prenant
la se´quence d’entre´e comme e´tant les instances du proble`me a` re´soudre, l’ensemble de strate´gies
comme e´tant les diffe´rentes combinaisons d’algorithmes applicables et la re´compense comme
e´tant le temps d’exe´cution obtenu par un algorithme sur une instance. Ainsi, une approche de
minimisation des re´compenses permet de minimiser le temps d’exe´cution dans la re´solution du
proble`me cible.
Les principaux inte´reˆts des approches on-line sont leur ge´ne´re´cite´ et leur simplicite´. Tou-
tefois ces approches exploitent tre`s peu d’informations sur le proble`me cible de sorte qu’il est
difficile a priori d’avoir ainsi de bonnes performance en pratique.
2.3.1.1 Se´lection on-line des algorithmes par le mode`le du bandit manchot
Un mode`le de se´lection des algorithmes a e´te´ propose´ dans [Gagliolo and Schmidhuber 2008]
a` partir d’une adaptation au proble`me du bandit manchot. Ce proble`me peut eˆtre de´crit comme
suit :
BANDIT MANCHOT :
Un joueur doit traiter une se´quence de n donne´es en employant une action parmi k actions
distinctes. A chaque donne´e traite´e, le joueur peut observer un retour qui peut eˆtre un gain ou
une perte en fonction de l’action choisie. Si la donne´e i est traite´e en prenant une action j,
1 ≤ j ≤ k, ce gain ou cette perte est note´ C(i, j). Si j1, . . . , jn est la se´quence des donne´es
a` traiter, l’objectif du joueur est de maximiser la somme des retours ∑ni=1 C(i, ji). Toutes les
instances ici sont traite´es une seule fois.
Dans la solution propose´e dans [Gagliolo and Schmidhuber 2008], la liste des actions est
conside´re´e comme e´tant les algorithmes et la se´quence des donne´es a` traiter comme e´tant les
instances du proble`me pour lequel on veut combiner les algorithmes. Les valeurs C(i, j) sont
choisies comme e´tant l’inverse du temps d’exe´cution de l’algorithme i sur l’instance j. Avec
cette mode´lisation, le proble`me de combinaison des algorithmes est re´solu avec les approches
on-line de re´solution du proble`me du bandit manchot.
Les approches on-line sont une alternative lorsque l’on ne dispose pas d’un mode`le don-
nant le temps d’exe´cution des algorithmes sur les instances. En pratique toutefois, les solutions
qui y sont propose´es sont probabilistes et de´pendent fortement de la distribution d’arrive´e des
instances qui est difficile a` connaıˆtre. Dans la suite, nous allons proposer deux approches qui
prennent plus en compte les spe´cificite´s lie´es au proble`me. Dans celles ci, le sce´nario de com-
binaison des algorithmes est le´ge`rement modifie´. Nous commenc¸ons par le pre´senter.
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2.3.1.2 Autre Sce´nario pour la combinaison des algorithmes
Sans mode`le de pre´diction des performances algorithmique, il est difficile de de´velopper
une base pour de´finir la combinaison des algorithmes re´solvant le meˆme proble`me. Pour avoir
une ide´e de la performance des algorithmes, une approche consiste a` l’observer dans un premier
temps sur un sous ensemble fini d’instances puis a` extrapoler l’observation faite a` l’ensemble
des instances du proble`me. Avec cette conside´ration, la combinaison des algorithmes peut eˆtre
pense´e dans le sce´nario 2.3.1 de´crit comme suit :
Sce´nario 2.3.1. ´Etant donne´ un ensemble fini d’algorithmes A = {A1, A2, . . . , Ak} , nous
avons un utilisateur face a` un proble`me P a` re´soudre qui comporte un ensemble fini connus
d’instances I = {I1, . . . , In}. L’objectif est de construire un poly-algorithme Poly(.) pour
cet utilisateur en exploitant les connaissances sur P et I de sorte a` combiner efficacement les
algorithmes dans A de sorte a` minimiser le temps d’exe´cution obtenu dans la re´solution des
instances.
Dans le sce´nario 2.3.1, un ensemble fini d’instances est introduit afin d’avoir une ide´e de
la performance des algorithmes sur les instances. Cette hypothe`se peut eˆtre justifie´e par deux
autres e´le´ments en pratique. Ce sont :
– La notion de benchmark dans la re´solution des proble`mes
– La nature des instances re´gulie`rement re´solues par un utilisateur.
´Etant donne´ un proble`me calculable, un benchmark est un ensemble fini d’instances qui
sont suppose´es eˆtre repre´sentatives de la difficulte´ de re´soudre le proble`me. Quelques exemples
fameux de benchmark sont le benchmark LINPACK [Dongarra et al. 2003] et le benchmark
NAS [Kamath and Weeratunga 1990] qui sont utilise´s pour e´valuer la performance des archi-
tectures d’ordinateurs. Les benchmarks sont de nos jours re´gulie`rement utilise´s pour e´valuer la
performance des algorithmes. Sur les heuristiques re´solvant les proble`mes NP complet, cette
tendance est plus accentue´e comme le montre le de´veloppement massif des benchmarks dans
ce domaine avec les librairies OR 1, CSPLIB 2 ou GGEN 3. En prenant donc l’ensemble I
comme e´tant un benchmark du proble`me a` re´soudre, on peut espe´rer capturer a` travers celui ci
la performance en moyenne des algorithmes sur les instances du proble`me. Si le choix d’un tel
exemple peut sans doute toujours eˆtre discute´ en pratique, nous notons qu’il peut tout le temps
eˆtre ame´liore´ en ajoutant ou en retirant des instances de I. Une autre motivation pour conside´rer
un ensemble fini d’instances est que celui ci pourrait eˆtre adapte´ aux instances re´gulie`rement
re´solues par un utilisateur. En pratique en effet, l’activite´ d’un utilisateur pour lequel on veut
construire un me´canisme de combinaison d’algorithmes ne prend pas ne´cessairement en compte
l’ensemble complet des instances du proble`me. Dans la re´solution des syste`mes line´aires par
exemple, un utilisateur travaillant dans le domaine de l’astrophysique ne manipulera pas au
quotidien les meˆmes matrices qu’un utilisateur travaillant dans l’inge´nierie chimique. Il est rai-
sonnable dans ces cas de penser a` extraire un sous ensemble d’instances que l’on conside`re. Le
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tances pour saisir le comportement des algorithmes. Dans la suite, nous allons pre´senter deux
approches base´es sur ce sce´nario.
2.3.2 Approches base´es sur l’apprentissage
Les approches base´es sur l’apprentissage [Dongarra et al. 2006b, Bhowmick et al. 2006]
[Xu et al. 2008, Houstis et al. 2000, Guo 2003, Li et al. 2004] sont inspire´s des techniques d’ap-
prentissage automatique [Mitchell 1997]. La plupart d’entre elles s’appuient sur un mode`le de
se´lection des algorithmes propose´s par John Rice [Rice 1979] il y a longtemps. Dans ce mode`le,
chaque proble`me a` re´soudre est caracte´rise´ par un certains nombres d’attributs. Les attributs
sont cense´s avoir un impact sur sa performance avec les algorithmes. Dans la re´solution d’un
syste`me line´aire par exemple, des attributs peuvent eˆtre le nombre de valeurs non nulles, la
forme de la matrice (ratio aspect), son conditionnement, le fait qu’elle soit ou pas diagonale
dominante, semi-positive ou syme´trique.
Les attributs dans les approches base´es sur l’apprentissage permettent de de´duire le meilleur
algorithme sur chaque instance a` re´soudre. Pour construire une telle re`gle de de´duction, on se
sert d’un ensemble finis d’instances du proble`me. A partir de celui ci, on infe`re des re`gles de
pre´diction indiquant en fonction des valeurs des attributs quel est le meilleur algorithme (celui
qui minimise le temps d’exe´cution). L’infe´rence des re`gles peut eˆtre faite en utilisant diffe´rentes
techniques d’apprentissage automatique ; En particulier les arbres de de´cision [Bhowmick et al. 2006,
Guo 2003], l’analyse statistique [Dongarra et al. 2006a, Fink 1998], l’apprentissage
renforce´ [Lagoudakis and Littman 2000, Kuefler and Chen 2008] ou les approches
baye´siennes [Houstis et al. 2000] peuvent ici eˆtre employe´es.
2.3.2.1 L’apprentissage automatique dans la se´lection du meilleur solveur avec PYTHIA
PYTHIA [Houstis et al. 2000] propose un me´canisme de se´lection d’algorithmes pour la
se´lection des solveurs re´solvant les e´quations aux de´rive´es partielles dans un environnement dis-
tribue´. ´Etant donne´e une e´quation a` re´soudre et en fonction d’une performance cible (pre´cision,
temps de re´solution etc.), l’objectif ici est de se´lectionner une paire (me´thode, machine) et des
parame`tres nume´riques ne´cessaires a` sa re´solution. PYTHIA cible en particulier les e´quations
elliptiques de la forme :
Lu = f sur ω,Bu = g sur ∆ω. (2.1)
Ici, ω est le domaine de de´finition et ∆ω la frontie`re de celui ci.
´Etant donne´ une instance a` re´soudre, la se´lection des solveurs dans PYTHIA est de´termine´e
par les attributs identifie´es sur l’instance. Le processus d’infe´rence des re`gles dans PYTHIA
est assez complexe et repose sur les re´seaux baye´siens et de neurones [Mitchell 1997]. Les
re´sultats obtenus avec PYTHIA dans la se´lection des solveurs sont tre`s encourageants et en font
sans doute l’un des solveurs les plus efficaces pour la re´solution des e´quations aux de´rive´es
partielles elliptiques.
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Les approches par apprentissage automatique sont parmi les approches les plus utilise´es
pour la combinaison automatique des algorithmes. Elles ont en particulier e´te´ employe´es avec
succe`s pour construire le solveur Satzilla [Xu et al. 2008], vainqueur plusieurs fois dans l’une
des plus populaires compe´titions annuelles des solveurs SAT 4.
La se´lection des algorithmes a` partir d’une approche d’apprentissage est en ge´ne´ral efficace
lorsque les attributs de´terminants dans la re´solution d’un proble`me sont bien connus. Toutefois,
ceci est difficile a` garantir en the´orie et en pratique [Dongarra et al. 2006b, Kuefler and Chen 2008].
Ceci est l’une des motivations des approches par portfolio d’algorithmes que nous pre´sentons
dans la suite.
2.3.3 L’approche portfolio de combinaison des algorithmes
En employant les approches base´es sur l’apprentissage, on proce`de en associant un algo-
rithme a` toute instances a` re´soudre. Seulement, on peut dans certains cas ne pas pre´dire l’algo-
rithme qui conduira au plus petit temps d’exe´cution. Pour ge´rer cela, on peut conside´rer plus
d’un algorithme dans la re´solution d’un proble`me. Seulement, il se pose dans ce cas la question
de l’exe´cution efficace des diffe´rents algorithmes de sorte a` minimiser le temps d’exe´cution re-
quis pour trouver une solution. Si en effet, on exe´cute les algorithmes les uns apre`s les autres, on
est confronte´ a` la de´finition d’un ordre d’exe´cution efficace dans la mesure ou` l’on ne connaıˆt
pas a priori l’algorithme qui en premier va donner une solution au proble`me. Face a` cette dif-
ficulte´, on peut essayer de de´terminer a` partir des statistiques d’exe´cution le meilleur ordre
d’exe´cution. Une approche similaire a e´te´ employe´e dans [Bhowmick et al. 2002]. L’ide´e est de
tester statistiquement les diffe´rents ordre d’exe´cution sur un ensemble finis d’instances et de
choisir celui conduisant en moyenne au plus petit temps de re´solution. Seulement dans ce cas,
on a un nombre exponentiel de combinaison possibles et e´ventuellement un surcouˆt important
sur les instances ou l’ordre d’exe´cution de´fini n’est pas efficace.
Pour exe´cuter efficacement les diffe´rents algorithmes se´lectionne´s pour re´soudre une instance,
nous proposons d’adopter le mode`le d’exe´cution par portfolio [Huberman et al. 1997]







FIG. 2.2 – Vue d’ensemble des approches de combinaison d’algorithmes
4 http ://www.satcompetition.org
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2.3.3.1 Les portfolio d’algorithmes
Le mode`le d’exe´cution par portfolio a e´te´ introduit dans [Huberman et al. 1997]
[Gomes and Selman 2001] pour la combinaison d’algorithmes randomise´s. Il est base´ sur une
adaptation du mode`le on-line de se´lection des portfolio [Markowitz 1999, Borodin and El-Yaniv 1998]
aux algorithmes 5.
Supposons que l’on a deux algorithmes interruptibles A1 et A2 re´solvant une instance I .
Nous conside´rons aussi une unite´ fixe δt de discre´tisation du temps. Pour re´soudre I , a` partir
de la date t0 on peut proce´der en exe´cutant A1 dans les intervalles de temps [t0 + 2αδt, t0 +
(2α + 1)δt[ et A2 dans les intervalles [t0 + (2α + 1)δt, t0 + (2α + 2)δt[, α = 0, 1, . . . jusqu’a`
ce qu’un algorithme trouve une solution. Si ces algorithmes sont paralle`les, e´tant donne´ m
ressources homoge`nes, on peut entrelacer leur exe´cution en exe´cutant A1 sur m1 ressources et
A2 sur m2 ressources avec m1 +m2 ≤ m. Ces diffe´rentes exe´cutions de´finissent des portfolio
d’algorithmes. Plus formellement, nous avons la de´finition suivante :
De´finition 2.3.1. Supposons que nous sommes dans un contexte paralle`le avec m ressources
identiques discre`tes. Supposons aussi que le temps est discre´tise´ et que la re´solution d’une
instance avec un algorithme prendra au plus B unite´s de temps. Nous de´finissons un portfolio
d’algorithmes comme un vecteur V = (v1, . . . , vB) tel que chaque vq = (Sq1 , . . . , S
q
k) avec





Ce vecteur de´finit un ordre d’exe´cution des algorithmes en supposant une discre´tisation du
temps. Chaque vecteur vq de´finit un partage de ressources et a matrice V contient la succes-
sion des partages de ressources a` travers les unite´s de temps. Supposons que δt est l’unite´ de
discre´tisation de temps et que l’on commence la re´solution d’une instance a` la date t0.
Dans cet ordre d’exe´cution, si a` la date t0 + qδt une instance n’est pas re´solue, alors pendant les
dates t0 + qδt et t0 + (q + 1)δt, si vq = (Sq1 , . . . , S
q
k), on va exe´cuter sur l’instance a` re´soudre
chaque algorithme Ai sur Sqi ressources. En particulier, si S
q
i = 0, alors l’algorithme Ai ne sera
pas exe´cute´.
Une exe´cution par portfolio d’algorithmes ge´ne´ralise l’exe´cution des algorithmes les uns
apre`s les autres car cette dernie`re n’est qu’un portfolio particulier. L’avantage avec ce mode`le
d’exe´cution est de donner beaucoup plus de flexibilite´ au choix de la bonne combinaison d’al-
gorithmes pour re´soudre une instance.
Avec les portfolio d’algorithmes, la re´solution des instances d’un proble`me est pense´ en trois
phases. Ce sont :
– La se´lection du sous ensemble d’algorithmes AI qui a priori sur l’instance donnera le
meilleur temps d’exe´cution possible
– La de´termination du meilleur portfolio d’algorithmes entrelac¸ant les exe´cutions des algo-
rithmes dans AI
– L’exe´cution de ce portfolio afin de re´soudre I
5 ´Etant donne´ une se´quence de prixX = x1, . . . , xn avec xj = (xj1, . . . , xjk)t, le proble`me on-line de se´lection
des portfolio consiste a` choisir une se´quence B = b1, . . . , bn telle que bj = (b1j , . . . , bkj) et
∑k
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La se´lection du sous ensemble d’algorithmes AI peut eˆtre effectue´e en utilisant une approche
base´e sur l’apprentissage automatique avec le sous ensemble fini I d’instances. Ce sous en-
semble peut en outre eˆtre utilise´ pour ajuster l’entrelacement des exe´cutions d’algorithmes.
Il existe d’autres e´tudes qui conside`rent les portfolio d’algorithmes avec le temps et les res-
sources non discre`tes [Sayag et al. 2006]. Ne´anmoins, nous pensons que cette hypothe`se n’est
pas re´aliste en pratique. Le mode`le d’exe´cution par portfolio d’algorithmes sugge`re un nombre
important de possibilite´s de combinaison d’algorithmes. Afin de proposer des solutions efficaces
pour ge´rer la combinatoire importante qu’il contient, l’on se restreint souvent a` deux mode`les
de combinaison particuliers selon que l’on partage le temps ou les ressources.
Dans le partage de temps, on ne prend pas en compte le paralle´lisme dans l’exe´cution des ins-
tances. A chaque unite´ de temps, il y a donc un seul algorithme exe´cute´. Un mode`le de partage
de temps peut donc eˆtre de´fini comme une fonction Ts : {1, . . . , B} −→ A. Ici, Ts(t) indique
l’algorithme a` exe´cuter a` chaque unite´ de temps si a` cette date l’instance en cours n’est pas
re´solue.
Dans le mode`le de partage des ressources, l’exe´cution des algorithmes n’est pas entrelace´e
dans le temps. Ainsi, un ordre d’exe´cution par partage des ressources est de´fini par un vecteur
(S1, . . . , Sk) tel que Si,i=1,...,k ∈ {0, . . . ,m},
∑k
i=1 Si ≤ m. Avec un tel portfolio, une instance








FIG. 2.3 – Exemple d’exe´cution par partage de temps avec deux algorithmes (A1, A2). Apre`s T













































FIG. 2.4 – Exemple d’exe´cution par partage de ressources avec trois algorithmes et trois ins-
tances. L’exe´cution de I1 se termine sur A1 apre`s t1 unite´s de temps. L’exe´cution de I2 se
termine sur A2 apre`s t2 − t1 unite´s de temps. La partie hachure´e correspond aux exe´cutions
redondantes et inutiles
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2.3.3.2 Inte´reˆt des portfolio d’algorithmes
Il n’est pas e´vident de bien comprendre l’inte´reˆt des portfolio d’algorithmes du fait de la
redondance des calculs que l’on a ici dans la re´solution de toute instance. A priori, cette ap-
proche paraıˆt pe´nalisante en comparaison des approches base´es uniquement sur l’apprentissage
automatique dans laquelle on se´lectionne un seul algorithme. Seulement, nous faisons les ob-
servations suivantes :
– En supposant que dans une approche par portfolio, on se´lectionne (par le biais de l’ap-
prentissage automatique) un ensemble d’algorithmes que l’on exe´cute en portfolio, on
peut de´terminer la meilleure exe´cution par portfolio en testant l’approche comple`te (se´lection
des algorithmes et exe´cution par portfolio) sur un jeu d’instances sur lequel on teste di-
verses combinaisons par portfolio d’algorithmes. Parmi les exe´cutions que l’on conside`re
ainsi, il y a la situation qui correspond au choix d’un seul algorithme pour re´soudre l’ins-
tance cible. L’approche par portfolio d’algorithmes dans ce cas ge´ne´ralise la se´lection
d’un seul algorithme.
– Lorsqu’il y a une grande variabilite´ des temps d’exe´cution entre les instances du proble`me,
l’exe´cution concurrente des algorithmes peut eˆtre tre`s be´ne´fique. En particulier conside´rons
le jeu de donne´es suivant : Supposons que l’on est dans un contexte paralle`le avec m res-
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TAB. 2.1 – Matrice des couˆts d’exe´cution sur n instances avec k algorithmes.
sources et que les couˆts ci dessus sont ceux obtenus par les algorithmes exe´cute´s avec m
ressources sur les instances. Supposons aussi que l’on peut de´duire le couˆt d’exe´cution sur
p ressources avec la relation C(Ai, Ij, p) = mC(Ai,Ij ,m)p qui correspond a` une re´partition
proportionnelle. Si la valeur de γ est suffisamment grande en comparaison de ǫ (par
exemple γ ≥ max{nm∑C(Ai, Ii, 1)}), le choix de n’importe quel algorithmeAi s’ave`re
plus couˆteux que l’exe´cution concurrente d’au moins deux algorithmes. Cet exemple
montre que si la variabilite´ des temps d’exe´cution entre algorithmes est importante, le
surcouˆt dans l’approche portfolio peut eˆtre plus le´ger que le choix d’un seul algorithme.
L’exemple ci contre a e´te´ ge´ne´ralise´ dans [Huberman et al. 1997] sur le cas des algo-
rithmes randomise´s en montrant en particulier que dans ces cas, l’exe´cution concurrente
de plusieurs algorithmes re´solvant le meˆme proble`me repre´sente un meilleur risque.
L’inte´reˆt des portfolio d’algorithmes tient donc du fait qu’ils ge´ne´ralisent les approches par
apprentissage automatique tout en e´tant particulie`rement efficaces lorsqu’a` travers les instances
d’un proble`me, on a une grande variation des temps d’exe´cution.
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2.4 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre diffe´rentes approches de combinaison des algorithmes.
Les approches pre´sente´es sont range´es en deux familles : la famille des approches clairvoyantes
et celle des approches non clairvoyantes. Chacune de ces approches se justifie comme nous
l’avons montre´ sur certains types de proble`mes. Pour les proble`mes combinatoires difficiles en
particulier ainsi que les proble`mes nume´riques creux, les approches non clairvoyantes sont plus
ade´quates par exemple. Nous nous inte´ressons dans cette the`se a` la combinaison automatique
des algorithmes pour ce genre de proble`mes en particulier. Parmi les approches employables
ici, nous proposons d’utiliser les approches par portfolio qui peuvent eˆtre vues comme une
ge´ne´ralisation des approches base´es sur l’apprentissage avec l’avantage sur les approches on-
line de prendre plus en conside´ration le proble`me cible de la combinaison.
Dans la suite de cette the`se, nous allons pre´senter deux approches par portfolio qui peuvent
eˆtre utilise´es a` cet effet. La premie`re au Chapitre 3 vise a` de´terminer dynamiquement pour
chaque instance a` re´soudre, la meilleure combinaison d’algorithmes pour donner une solution
a` chaque instance en le plus petit temps d’exe´cution. La seconde approche que nous pre´sentons
dans le chapitres 4 et 5 vise elle a` trouver le meilleur portfolio statique d’algorithmes pour
re´soudre efficacement un proble`me e´tant donne´ un sous ensemble repre´sentatifs d’instances de
celui ci.
Chapitre 3
Construction dynamique des portfolio
d’algorithmes
Re´sume´ : Dans ce chapitre nous pre´sentons une approche dynamique de se´lection des
portfolio d’algorithmes. Nous introduisons d’abord le contexte ge´ne´ral qui motive notre e´tude
puis nous pre´sentons une approche dynamique de construction des portfolio. Nous validons en-
suite expe´rimentalement cette approche sur la re´solution des syste`mes line´aires creux avec des
me´thodes ite´ratives.
3.1 Introduction
Afin d’exploiter efficacement la diversite´ des temps d’exe´cution observe´s a` travers les al-
gorithmes dans la re´solution d’un proble`me, les approches base´es sur l’apprentissage automa-
tique [Mitchell 1997] peuvent eˆtre utilise´es. La plupart de ces approches reposent sur l’ide´e de
trouver pour toute instance du proble`me a` re´soudre, le meilleur algorithme (celui qui minimise
le temps d’exe´cution) parmi la liste des algorithmes candidats.
Supposons que l’on ait un proble`me cible P a` re´soudre avec un ensemble fini d’algorithmes
candidats A. Dans ces approches, on utilise les observations lie´es au comportement des algo-
rithmes candidats sur un sous ensemble I d’instances de P pour infe´rer un me´canisme de choix
des algorithmes. La me´thodologie ge´ne´rale employe´e ici repose sur les points suivants :
1. Pour le proble`me P , construire un vecteur d’attributs significatifs et e´valuables permet-
tant de caracte´riser ses instances. Cette phase est de´licate car une bonne connaissance du
proble`me est ne´cessaire. Dans la re´solution d’un syste`me line´aire par exemple, des attri-
buts peuvent eˆtre le nombre d’e´le´ments non nuls de la matrice, la forme de la matrice,
son conditionnement, le fait qu’elle soit ou pas diagonale dominante, semi-positive ou
syme´trique. Un attribut est dit e´valuable (ou extractible) si l’on dispose d’un algorithme
capable sur une instance de calculer sa valeur.
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2. Sur un ensemble fini d’instances repre´sentatives I, exe´cuter les algorithmes candidats et
collecter les performances produites (en particulier, il faut collecter le temps d’exe´cution).
3. Appliquer les techniques d’apprentissage automatique sur l’ensemble d’instances I avec
les performances d’exe´cutions observe´es pour infe´rer un me´canisme de pre´diction MP
qui e´tant donne´es des valeurs pre´cises du vecteur d’attributs peuvent lui associer un algo-
rithme.
4. ´Etant donne´e une instance du proble`me a` re´soudre, extraire les valeurs de son vecteur
d’attributs et exe´cuter pour le re´soudre l’algorithme propose´ par MP.
Cette me´thodologie a e´te´ utilise´e pour imple´menter plusieurs mode`les de se´lection dynamique
d’algorithmes en employant comme technique d’apprentissage automatique notamment : les
arbres de de´cision [Bhowmick et al. 2006], les re´seaux baye´siens [Guo 2003] ou l’apprentissage
statistique [Dongarra et al. 2006a].
L’usage des techniques d’apprentissage pour la se´lection automatique pre´sente toutefois
deux inconve´nients. Ce sont :
– La difficulte´ d’obtenir un vecteur d’attributs pour de´cider du meilleur algorithme.
– La non prise en compte de l’erreur potentielle commise dans la pre´diction.
Le premier inconve´nient s’observe facilement dans la re´solution des syste`mes line´aires
creux avec des me´thodes ite´ratives. Ici en effet, la convergence de la me´thode ite´rative de´pend de
nombreux e´le´ments qui parfois ne peuvent eˆtre calcule´s qu’au prix de la re´solution du syste`me.
C’est en particulier ici la distribution des valeurs propres [Saad 2003, Barrett et al. 1996]. Mieux
encore, meˆme quand the´oriquement cette convergence est garantie, elle peut ne pas eˆtre effec-
tive en pratique du fait des erreurs d’arrondis [Saad 2003, Barrett et al. 1996]. Le second in-
conve´nient est lie´ au fait qu’un mauvais choix d’algorithmes peut dans certaines situations se
re´ve´ler tre`s couˆteux. Une telle situation est observable lorsqu’une me´thode qui ne convergera
jamais est se´lectionne´e pour la re´solution d’un syste`me line´aire alors que n’importe quelle autre
me´thode aurait conduit a` une convergence.
Dans ce chapitre, nous proposons une approche de choix d’algorithmes inspire´e de la me´thodologie
employe´e dans l’apprentissage automatique. Ici, le choix des algorithmes (en particulier les at-
tributs) prend en compte les observations sur l’exe´cution des algorithmes sur un benchmark
du proble`me cible. En outre, nous tenons compte des erreurs potentielles dans la pre´diction du
meilleur algorithme. Pour cela, nous conside´rons la possibilite´ de se´lectionner via une approche
d’apprentissage plusieurs algorithmes pour re´soudre une instance que l’on combine ensuite
dans une exe´cution concurrente par portfolio. Le re´sultat que nous pre´sentons ici a e´te´ publie´
dans [Ngoko and Trystram 2009a]. Il pre´sente plusieurs similitudes d’autres re´sultats propose´s
dans [O’Mahony et al. 2008, Gebruers et al. 2005] pour combiner les solveurs de satisfaction
de contraintes. Les diffe´rences entre les deux approches re´sident essentiellement sur la strate´gie
de combinaison des algorithmes une fois un sous ensemble d’algorithmes se´lectionne´s et le fait
que la se´lection des algorithmes dans [Ngoko and Trystram 2009a] n’est pas fonde´e sur une
caracte´risation du proble`me. L’approche propose´e ici s’inspire en particulier de la me´thode des
plus proches voisins [Mitchell 1997], de l’algorithme GAMBLETA [Gagliolo and Schmidhuber 2008]
que nous allons pre´senter ainsi que des re´sultats obtenus sur la notion
d’anytime algorithm [Zilberstein and Russell 1996].
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Le reste du chapitre est organise´ comme suit : Dans la Section 3.2, nous pre´sentons une adap-
tation de la me´thode des plus proches voisins pour l’apprentissage automatique dans le choix du
meilleur algorithme. La Section 3.3 pre´sente l’algorithme GAMBLETA. La Section 3.4 intro-
duit la notion de profil de performance qui nous sert a` caracte´riser l’exe´cution d’un algorithme
sur une instance. Dans la Section 3.5.2, nous proposons un algorithme qui s’adapte sur l’ins-
tance a` re´soudre pour trouver la meilleure combinaison algorithmique. Dans la Section 3.7 nous
appliquons l’algorithme propose´ pour la re´solution des syste`mes line´aires et nous concluons a`
la section 3.8.
3.2 La me´thode des plus proches voisins pour la se´lection du
meilleur algorithme
La me´thode q-plus proches voisins [Mitchell 1997] est une me´thode de classification super-
vise´e utilise´e dans l’apprentissage automatique. Ici, on range tout nouvel e´le´ment que l’on veut
classer dans la classe de l’e´le´ment qui est le plus fre´quent parmi ses q plus proches voisins au
sens d’une distance donne´e sur les attributs. Nous pre´cisons qu’initialement ici, on suppose que
l’on dispose d’une liste pre´alable d’e´le´ments dont on connaıˆt la classe.
?
FIG. 3.1 – Illustration de la me´thode des q-plus proches voisins. On veut classer la boule verte
a` partir des triangles et des carre´s. Si q = 3, la boule sera mis dans la classe des triangles. Si
q = 5, la boule est dans la classe des rectangles.
La me´thode des q plus proches voisins peut eˆtre adapte´e pour la se´lection du meilleur algo-
rithme en proce´dant comme suit :
1. On conside`re que l’on a initialement un ensemble fini d’instances I (benchmark). Sur cet
ensemble, on cherche pour chaque instance quel est le meilleur algorithme parmi une liste
fini d’algorithmes candidats A
2. Lorsqu’une nouvelle instance I est a` re´soudre, on compare ses attributs avec ceux de I
et on de´termine l’algorithme Ai ∈ A correspondant au meilleur algorithme re´solvant les
instances les plus fre´quentes proches de I parmi ses q plus proches voisins dans I
3. On exe´cute Ai pour re´soudre I .
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Dans cette de´marche, chaque nouvelle instance est re´solue a` partir de la proximite´ de ses attri-
buts avec ceux d’une liste d’instances sur laquelle on connaıˆt quel est le meilleur algorithme.
Pour de´finir la proximite´, il faut ici employer une me´trique. En ge´ne´ral, la distance euclidienne
ou la distance de manhattan sont employe´es dans la me´thode des plus proches voisins.
Une difficulte´ dans la me´thode des plus proches voisins re´side dans la de´termination de la
valeur q. Diffe´rentes valeurs de q en effet conduiront certainement a` diffe´rentes performances en
pratique. Pour de´terminer la valeur de q, deux grandes approches sont souvent utilise´es. Ce sont
l’approche par sous e´chantillonage et l’approche de la validation croise´e. Dans le cas du sous
e´chantillonage, on suppose qu’on dispose d’un ensemble d’instances S que l’on a se´pare´es
en sous ensembles T = S \ I et I. En faisant varier q, on applique la me´thode des plus
proches voisins avec le benchmark I sur T et on retient la valeur qui conduit au plus petit
temps d’exe´cution en moyenne. Dans l’approche de la validation croise´e, on se´pare l’ensemble
S en k (k est a` fixer) partitions S1, . . . ,Sk. En faisant varier q, on applique la me´thode des
plus proches voisins en prenant successivement comme benchmark un sous ensemble Si sur le
reste des instances S \ Si. On retient a` la fin la valeur de q ayant conduit au plus petit temps
d’exe´cution.
La me´thode des plus proches voisins a l’avantage d’eˆtre particulie`rement simple en compa-
raison des autres techniques d’apprentissage automatique [Mitchell 1997]. Elle comporte tou-
tefois les deux limites que nous avons e´voque´es au de´but de ce chapitre a` savoir : la rigidite´ du
me´canisme de pre´diction qui ne prend pas en compte les potentielles erreurs dans le choix du
meilleur algorithme et l’usage de la notion d’attributs.
3.3 GAMBLETA
Une autre mode´lisation pour la se´lection du meilleur algorithme a e´te´ propose´e dans
[Gagliolo and Schmidhuber 2008] avec l’algorithme GAMBLETA. Dans cette mode´lisation,
on admet que le temps est discre´tise´ en des unite´s de dure´e δt. On suppose aussi que l’on peut
exe´cuter concurremment en paralle`le les diffe´rents algorithmes sur une fraction des ressources
disponibles. Dans ce mode`le, une instance est re´solue en faisant des choix de combinaison
d’algorithmes a` diffe´rentes dates αδt, α = 0, 1, . . . . Un choix de combinaison d’algorithmes
indique une re´partition des ressources entre les diffe´rents algorithmes que l’on exe´cute en pa-
ralle`le pendant une dure´e de δt. On proce`de ainsi jusqu’a` ce que l’instance soit comple`tement
re´solue. ´Etant donne´e une instance en cours de re´solution, le choix d’une re´partition des res-
sources dans GAMBLETA est ope´re´ en utilisant un mode`le inspire´ du proble`me du bandit
manchot [Auer et al. 2003].
GAMBLETA utilise un portfolio d’algorithmes de´termine´ dynamiquement pour re´soudre
chaque instance d’un proble`me. Son inconve´nient majeur est le peu d’informations en prove-
nance du proble`me a` re´soudre que l’on emploie.
Une ide´e inte´ressante dans GAMBLETA est d’utiliser des exe´cutions en cours des diffe´rentes































FIG. 3.2 – Exemple de re´solution d’une instance avec 3 algorithmes (A1, A2, A3) dans Gam-
bleta. A chaque pe´riode de longueur δt, on exe´cute concurremment un ensemble d’algorithmes.
instances sur les algorithmes pour de´terminer la bonne combinaison des algorithmes. Dans la
suite, nous allons proposer une approche utilisant cette ide´e ainsi que les portfolio d’algorithmes
dans la me´thode des plus proches voisins. La notion d’attribut employe´e dans la me´thode des
plus proches voisins est difficile a` de´terminer e´tant donne´ un proble`me cible. Nous allons nous
inspirer des re´sultats obtenus sur les algorithmes anytime [Zilberstein and Russell 1996] pour la
de´finir dans notre cas. Les algorithmes anytime sont des algorithmes pour des proble`mes d’op-
timisation qui a` chaque unite´ de temps dans l’exe´cution peuvent proposer une approximation
de la solution garantie comme e´tant au moins aussi bonne que les pre´ce´dentes approximations.
Pour ce faire, on suppose qu’e´tant donne´ le proble`me d’optimisation, on est capable d’associer
a` toute solution d’une instance une qualite´. Plus pre´cise´ment, e´tant donne´ une instance I , un
proble`me d’optimisation consiste souvent a` trouver une solution SI ∈ S qui minimise ou maxi-
mise une fonction de couˆt C(SI). Si S∗I est la solution optimale, on peut de´finir alors la qualite´
de la solution SI comme e´tant C(SI)C(S∗
I
)
ou |C(SI) − C(S∗I )|. Dans tous les cas, la qualite´ est en
ge´ne´ral conside´re´e comme l’e´cart entre la solution et la solution optimale.
Nous allons dans la suite proposer une approche de combinaison d’algorithmes adapte´s pour
les proble`mes d’optimisation. Dans celle ci, nous manipulons la notion de profil de performance
que nous employons comme attributs. La section suivante explicite cette notion.
3.4 La notion de profil de performance
3.4.1 L’usage des profils de performance dans les algorithmes anytime
L’objectif du profil de performance est d’estimer la qualite´ d’un algorithme sur diffe´rentes
instances. L’une des plus grandes difficulte´s dans la de´finition d’un profil de performance est la
de´finition de la qualite´ de l’algorithme. Cette notion de´pend du proble`me et/ou de l’algorithme
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conside´re´ [Boddy and Dean 1994, Zilberstein and Russell 1996]. Le profil de performance est
en ge´ne´ral plus facile a` de´finir sur les proble`mes d’optimisation que sur les proble`mes de
de´cision. Dans un proble`me d’optimisation devant minimiser une fonction de couˆt par exemple,
la qualite´ d’un algorithme le re´solvant peut eˆtre de´finie en utilisant le ratio entre le couˆt de
la solution actuelle sur le couˆt connu d’une borne infe´rieure du proble`me. Ceci suppose par
ailleurs que l’algorithme soit capable de fournir plusieurs solutions locales dans son exe´cution.
Une approche sur les proble`mes de de´cision consiste a` indiquer que sur un algorithme exe´cute´
avec une instance, le profil de performance vaut 0 tant que l’algorithme ne peut pas fournir une
de´cision et 1 sinon [Zilberstein and Russell 1996].
De´finition 3.4.1. Soit P un proble`me et I la liste de ses instances. Le profil de performance
d’un algorithme re´solvant P est une fonction PP : I × R+ −→ [0, 1] qui pour toute instance
I ∈ I et instant t indique quelle est la qualite´ PP (I, t) de l’algorithme lorsqu’il est exe´cute´
avec l’instance.
Afin de donner un sens plus pre´cis a` la notion de profil de performance, on adoptera la
convention suivante : ´Etant donne´es une date t et une instance I quelconque dans l’exe´cution
d’un algorithme :
PP (I, t) =
{
1 si a` partir de la date t, la qualite´ de l’algorithme ne s’ame´liore plus
∈ [0, 1[ Sinon
La notion de profil de performance a beaucoup e´te´ e´tudie´e sur les algorithmes dit anytime
[Boddy and Dean 1994, Zilberstein and Russell 1996, Zilberstein 1996]. Plusieurs e´tudes ont
ainsi e´te´ mene´es dans la composition des algorithmes anytime afin de produire des algorithmes
de meilleur qualite´. En particulier dans [Zilberstein and Russell 1996, Zilberstein 1996], la com-
position des algorithmes est e´tudie´e en faisant usage de la notion de profil de performance. Dans
ces e´tudes, on conside`re pour la composition des algorithmes, la possibilite´ de pre´dire les pro-
fils de performance ou meˆme d’en proposer une mode´lisation analytique. Cette hypothe`se est en
outre valide´e expe´rimentalement sur plusieurs cas d’e´tudes. Si l’hypothe`se d’une mode´lisation
analytique du PP d’un algorithme a peu de fondements the´oriques, ces re´sultats sugge`rent que
la notion de profil de performance peut eˆtre utilise´e afin de combiner efficacement des algo-
rithmes.
Les e´tudes faites sur la composition des algorithmes anytime ne conside`rent le proble`me
de combinaison que d’un point de vue global sans tenir compte des particularite´s lie´es aux ins-
tances du proble`me. Il s’agit plus ici de produire un nouvel algorithme hybride que de trouver un
algorithme capable d’adapter son exe´cution en fonction de l’instance a` re´soudre. Nous pensons
toutefois la notion de profil de performance peut eˆtre employe´e pour combiner automatiquement
les algorithmes a` partir des instances d’un proble`me. Dans la suite, nous montrerons comment
la notion de profil de performance peut eˆtre utilise´e comme alternative a` la notion d’attributs.
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3.4.2 Le profil de performance comme attributs
Nous adopterons dans la suite les profils de performance comme attributs. La notion de pro-
fil de performance n’est pas toujours simple a` de´finir e´tant donne´ un proble`me cible. Toutefois,
on peut noter que plusieurs algorithmes dans les proble`mes d’optimisation (ordonnancement,
SAT etc.) et nume´riques (re´solution des e´quations etc.) on trouve dans plusieurs cas des al-
gorithmes qui proce`dent en calculant successivement des solutions locales. En outre, il est en
ge´ne´ral possible de comparer cette solution locale avec une borne infe´rieure sur la meilleure
solution possible sur les proble`mes combinatoires. Ceci peut donc nous servir pour de´finir la
qualite´ de la solution a` chaque instant. Dans le cas des proble`mes nume´riques, on peut pour la
re´solution des e´quations comparer les approximations successives ou estimer le re´sidu dans le
cas des syste`mes line´aires pour avoir une ide´e de la qualite´ de la solution qu’on a.
Il est donc possible d’obtenir des de´finitions du profil de performances notamment sur les
proble`mes combinatoires et nume´riques en prenant a` diffe´rents instants de temps la qualite´ de
la solution obtenue sur l’algorithme que l’on exe´cute. Dans la suite, nous allons voir comment
employer cette notion pour la combinaison des algorithmes. L’usage des profils de performance
comme attributs est proche de la technique du lookahead [Coleman 2006] sur les algorithmes
on-line. Sur les algorithmes d’ordonnancement de taˆches dans un contexte on-line l’usage du
lookahead suppose que l’on puisse par exemple connaıˆtre lorsque l’on place une taˆche un sous
ensemble des taˆches a` placer ulte´rieurement. La similitude avec le profil de performance vient
du fait qu’en l’utilisant, on suppose pour se´lectionner un algorithme que l’on connaıˆt une partie
de son comportement futur.
3.5 Se´lection dynamique des portfolio
L’algorithme que nous proposons dans cette partie (ACPP) est base´ sur les profils de per-
formance. Il s’inspire de la me´thode des plus proches voisins dans lequel on a introduit les
portfolio d’algorithmes et les profils de performance. Nous supposons ici que les algorithmes
candidats sont interruptibles et que l’on a l’hypothe`se de similitude. Le principe de ACPP est
donne´ ci dessous.
3.5.1 Principe
La me´thode des q plus proches voisins pour la se´lection des algorithmes de´crite a` la sec-
tion 3.2 est limite´e par la rigidite´ du me´canisme de pre´diction et la notion d’attributs.
Pour rendre le me´canisme de pre´diction plus flexible, nous proposons ici d’exe´cuter concur-
remment tous les algorithmes candidats correspondants aux q plus proches voisins connus pour
l’instance a` re´soudre. Ainsi, nous re´duisons potentiellement le surcouˆt que l’on peut obtenir si
le plus proche voisin identifie´ correspond en fait a` un algorithme candidat tre`s lent sur l’instance
a` re´soudre. Seulement, cette re´duction entraıˆne ne´cessairement un autre surcouˆt lie´ a` la redon-
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dance des calculs ne´cessaires a` la re´solution de toute instance. Toutefois, nous pensons que la
se´lection des algorithmes a son utilite´ lorsque, les diffe´rences de performance entre algorithmes
sont importantes. Dans ces situations donc, un mauvais choix d’algorithme peut facilement se
re´ve´ler plus couˆteux que les calculs redondants.
Nous conside´rons dans cette me´thode les attributs comme e´tant le profil de performance.
De`s lors, a` la comparaison de vecteurs d’attributs, nous substituons la comparaison des profils
de performance.
L’usage du profil de performance se heurte toutefois a` la difficulte´ de les comparer mais aussi
de les de´terminer pour la nouvelle instance a` re´soudre. Pour cela, nous supposons que le temps
est discre´tise´ en unite´ de taille δt. Cette hypothe`se nous permet de conside´rer les profils de per-
formance comme des vecteurs donnant une valeur a` chaque unite´ de temps δt. On peut alors les
comparer en utilisant par exemple la distance euclidienne. ´Etant donne´e une instance a` re´soudre,
il est difficile d’avoir son profil de performance. Pour en avoir une ide´e, nous proposons de fixer
une pe´riode de T unite´s de temps et de´terminer son profil sur celle ci. Pour cela, nous exe´cutons
l’instance a` re´soudre avec les diffe´rents algorithmes pendant T unite´s de temps.
Une autre difficulte´ se pre´sente lorsque nous avons de´termine´ les diffe´rents algorithmes a`
exe´cuter sur l’instance a` re´soudre. Ne sachant pas quel est l’algorithme candidat qui va le plus
rapidement re´soudre l’instance, il faut adopter une strate´gie intelligente d’exe´cution afin d’ob-
tenir un re´sultat le plus rapidement possible. Nous proposons ici d’adopter un portfolio d’algo-
rithmes que nous appelons le portfolio de l’allocation moyenne (MA). Supposons que l’on a k
algorithmes candidats {A1, . . . , Ak}. Dans MA Si on commence l’exe´cution des algorithmes a`
la date t0 alors entre chaque date t0 +αδt et t0 +(α+1)δt, on exe´cute l’algorithme Aα mod k + 1.
L’inte´reˆt de MA est de tenir compte du fait que l’on ne sait pas a priori quel est l’algorithme
qui va en premier lieu re´soudre l’instance. Son exe´cution suppose que l’on peut interrompre les
algorithmes sur l’unite´ de temps que l’on s’est fixe´e.
Une difficulte´ importante dans le principe ci dessus est dans le choix de la valeur de T .
La de´termination de cette valeur pose en effet un dilemme exploration/exploitation car intui-
tivement, de grandes valeurs de T permettent d’avoir des profils de performance tre`s pre´cis.
Ne´anmoins, ceci entraıˆne un surcouˆt lie´ a` l’exe´cution des algorithmes de tous les algorithmes.
Dans la suite, nous pre´sentons l’algorithme ACPP baˆti sur le principe ci dessus.
3.5.2 L’algorithme ACPP
L’algorithme ACPP proce`de comme suit :
1. ´Etant donne´ un benchmark d’instances I et un ensemble d’algorithmes A, on construit le
profil de performance PP : I × A −→ [0, 1]T des algorithmes candidats de A sur I sur
une dure´e de T unite´s de temps.
2. On construit la fonction Best : I −→ A qui indique pour chaque instance du bench-
mark quel est le meilleur algorithme pour lui (celui qui le re´sout en un temps d’exe´cution
minimal).
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3. ´Etant donne´e une instance I a` re´soudre, on l’exe´cute sur les algorithmes dans A durant
T unite´s de temps pour chaque algorithme. On collecte ensuite les profils de performance
de cette instance PP Ii = [PP Ii (1), . . . , PP Ii (T )]T pour chaque algorithme Ai pendant les
pe´riodes de longueur δt.
4. On compare PP Ii ,∀i avec PP (Ij, Ai) et on se´lectionne les q instances du benchmark(Is)
qui sont proches de I .
5. On continue l’exe´cution de I en utilisant l’algorithme de l’allocation moyenne MA avec
les meilleurs algorithmes (de´duit de la fonction Best ) sur les instances dans Is.
Les q instances les plus proches sont se´lectionne´es en prenant les q premie`res instances
Ij minimisant v(i, j) = (‖PP Ii − PP (Ij, Ai)‖2) avec 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ n (n est ici











FIG. 3.3 – Illustration des phases de l’algorithme ACCP avec 4 algorithmes. On collecte les
profils de performance sur une dure´e de 4T . On se´lectionne ensuite deux algorithmes en se
basant sur ces profils et on les exe´cute concurremment jusqu’a` ce que l’un re´solve l’instance.
d’exploration ou` pour l’instance a` re´soudre on collecte les profils de performance et on e´tablit
la liste des algorithmes qui doivent rapidement re´soudre l’instance et une phase d’exploitation.
Dans cet algorithme, les parame`tres T et q doivent eˆtre fixe´s au pre´alable. Nous allons voir
comment les fixer dans la suite.
3.5.2.1 De´termination de T et q
Pour fixer les valeurs de T et q, nous adoptons la me´thode du sous e´chantillonnage que nous
avons pre´sente´ a` la section 3.2. Aussi, on suppose initialement qu’on a un ensemble d’instances
T que l’on doit utiliser pour la validation avec T ∩I = ∅. Nous supposons aussi qu’on exe´cute
chaque algorithme sur une instance en au plus B unite´s de temps. En faisant varier T de 1 a` B et
q de 1 a` n nous de´terminons a` chaque fois le temps moyen d’exe´cution qu’on met en appliquant
l’algorithme ACPP. A la fin nous prenons les valeurs de T et de q sur lesquels nous obtenons
le plus petit temps d’exe´cution.
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3.5.3 Complexite´
Dans cette partie, nous analysons la complexite´ de la pre´diction avec l’algorithme ACPP
ainsi que celle de l’estimation de ses parame`tres en utilisant la technique du sous e´chantillonage.
Nous adoptons les notations suivantes : |I| = n, |A| = k et |T | = m. Nous supposons que
CMA(q, x) est une borne supe´rieure sur le temps d’exe´cution de MA lorsqu’il est exe´cute´ avec
q algorithmes sur une instance qui a besoin d’au plus x unite´s de temps pour eˆtre re´solue par
un des algorithmes. En ne´gligeant les surcouˆts lie´s a` la pre´emption, il est facile d’e´tablir que
CMA(q, x) ≤ qx. Nous supposons aussi que l’exe´cution d’un algorithme dans A pendant une
pe´riode de δt ainsi que la collecte de son profil de performance est en O(1). Nous avons le
re´sultat suivant :
The´ore`me 3.5.1. ´Etant donne´e une instance quelconque, l’exploration sur cette instance dans
ACPP peut se faire en O(n(log n + kT )) et le sous e´chantillonage pour de´terminer q et T en
O(mnB(n log n+ nkB+1
2
+ CMA(k,B)))
De´monstration. Dans l’exploration, on a trois e´tapes. Une e´tape d’exe´cution des algorithmes et
de collecte des profils de performance, une e´tape de comparaison des profils de performance et
une e´tape de se´lection des algorithmes a` exe´cuter dans la phase d’exploitation.
D’apre`s les hypothe`ses pre´ce´dentes, la premie`re e´tape est en O(kT ) car on exe´cute k algo-
rithmes chacun sur une pe´riode de T unite´s de temps. La comparaison des profils de per-
formance de´pend du calcul des valeurs v(j) pour Ij ∈ I. Le calcul d’une valeur ‖PP Ii −
PP (Ij, Ai)‖2 peut facilement eˆtre fait en O(T ) e´tant donne´ que l’on a des vecteurs de taille
T . Aussi, le calcul de toutes les valeurs v(j), pour tout Ij peut eˆtre fait en O(nkT ). Dans la
troisie`me e´tape, l’on doit se´lectionner les algorithmes des q instances ayant les plus petites va-
leurs v(j), on peut proce´der en triant le vecteur v ce qui peut eˆtre fait en O(n log n). Ainsi, la
complexite´ de la phase d’exploration est en O(n(log n+ kT )).
Dans la me´thode du sous e´chantillonage, on exe´cute pour chaque valeur q, 1 ≤ q ≤ n et
T, 1 ≤ T ≤ B l’algorithme ACPP sur les instances dans T . L’exe´cution d’une instance dans T
peut eˆtre faite en O(n(log n + kT )) + O(CMA(k,B)). L’exe´cution des instances dans T e´tant
donne´ une valeur (q, T ) peut donc eˆtre faite en O(m(n log n+nkT+CMA(k,B))). Aussi toutes




T=1 O(m(n log n+ nkT + CMA(k,B))) =
O(mnB(n log n+nkB+1
2
+CMA(k,B))). En supposant qu’a` la fin de l’exe´cution des instances
dans T on peut obtenir le temps moyen d’exe´cution en O(m), on a le re´sultat. o
Ce re´sultat montre que la taille du benchmark ainsi que la longueur de la phase d’explora-
tion sont importants dans l’exploration avec ACPP. Il montre aussi que si CMA(k,B) est une
fonction polynomiale de ses parame`tres, alors l’on peut de´terminer les parame`tres de ACPP en
temps polynomial.
Plusieurs variantes peuvent eˆtre propose´es pour l’algorithme ACPP. Nous allons pre´senter
quelques unes d’entre elles dans la section suivante.
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3.6 Autre variantes de l’algorithme ACPP
Plusieurs variantes peuvent eˆtre propose´es dans l’algorithme ACPP en modifiant certaines
partie de son exe´cution. Nous allons ici pre´senter trois modifications possibles. Ce sont :
1. L’usage des profils de performance multidimensionnels
2. L’usage d’un mode`le de portfolio d’algorithmes par partage de ressources
Nous avons jusqu’ici suppose´ qu’e´tant donne´s une instance et un algorithme, on avait un
profil d’exe´cution. Afin d’eˆtre plus pre´cis, on peut adopter plusieurs profils d’exe´cution pour
caracte´riser l’exe´cution d’un algorithme sur une instance. Dans cette situation le calcul de v(j)
doit tenir compte de tous les profils d’exe´cution. Cela peut eˆtre fait en appliquant la norme F
sur les profils de performance.
Dans un contexte paralle`le, on peut trouver une alternative a` l’algorithme de l’allocation
moyenne que nous avons propose´. On suppose que l’on a p ressources et k algorithmes, et que
l’on a la de´composition euclidienne m = qk + r (ou` 0 ≤ r < k). On alloue q + 1 ressources a`
r algorithmes Ai, 1 ≤ i ≤ k et q ressources aux k − r restant. Sur une instance a` re´soudre, on
exe´cute alors tous les algorithmes sur les ressources alloue´s et on s’arreˆte de`s qu’un algorithme
trouve une solution.
Dans la suite nous proposons des expe´rimentations re´alise´es avec ACPP pour la re´solution
des syste`mes line´aires.
3.7 Application a` la re´solution des syste`mes d’e´quations line´aires
3.7.1 Proble´matique et algorithmes
Nous conside´rons les syste`mes line´aires d’e´quations de la formeAx = b ou` A ∈ Rp×p, x, b ∈
Rp. Un tel syste`me est creux si le ratio des valeurs nulles sur les valeurs non nulles dans la
matrice A est important. Dans la re´solution des grands syste`mes line´aires creux, les me´thodes
ite´ratives sont recommande´es pour le bon compromis qu’elles offrent entre le temps de re´solution
de l’e´quation et la qualite´ de la solution obtenue. Plusieurs me´thodes ite´ratives ont e´te´ de´veloppe´es
dans la re´solution des syste`mes line´aires avec en particulier la classes des me´thodes de la base
de Krylov. Sur ces me´thodes, en fonction de certaines proprie´te´s the´oriques de la matrice A
(syme´trique, de´finie positive ...), l’on peut avoir diffe´rentes vitesses de convergence [Saad 2003,
Nachtigal et al. 1992, Ern et al. 1994]. Ne´anmoins, il reste difficile de ve´rifier ces proprie´te´s en
pratique de sorte a` les utiliser pour de´terminer e´tant donne´ un syste`me quelle est la me´thode la
plus ade´quate [Saad 2003, Barrett et al. 1996, Bhowmick et al. 2006].
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L’inte´reˆt de combiner diffe´rents algorithmes issus des me´thodes ite´ratives est motive´ en
particulier par la re´solution des syste`mes non line´aires. En effet, la re´solution des syste`mes
non line´aires fait en ge´ne´ral usage des algorithmes ite´ratifs non line´aires qui au fil des ite´rations
ge´ne`rent des syste`mes line´aires [Kelley 1995]. Les proprie´te´s de ces syste`mes par ailleurs peuvent
changer au cours des ite´rations non line´aires de sorte qu’une me´thode efficace a` une ite´ration
ne le soit plus sur les ite´rations suivantes [Ern et al. 1994].
Nous allons dans cette partie appliquer la technique ACPP afin de trouver un meilleur com-
promis dans le temps de re´solution d’un ensemble de syste`mes d’e´quations line´aires avec un
ensemble finis de me´thodes ite´ratives. Les me´thodes que nous conside´rons ici sont :
1. La me´thode du gradient conjugue´ carre´ (CGS)
2. La me´thode du gradient biconjugue´ (BICG)
3. La me´thode du gradient biconjugue´ stabilise´ (BICGSTAB)
4. La me´thode des re´sidus minimaux transpose´ (TFQMR)
Toutes ces me´thodes sont de la base de Krylov [Saad 2003]. Nous les avons se´lectionne´es en
raison des comple´mentarite´s observe´es entre elles et souligne´es dans [Barrett et al. 1996]. Nous
adoptons pour ces me´thodes les implantations en langage Matlab propose´es dans [Barrett et al. 1994].
Nous avons aussi envisage´ l’utilisation de la me´thode des re´sidus minimaux ge´ne´rale (GMRES).
Nous nous sommes toutefois heurte´s dans ce cas a` la difficulte´ de de´finir efficacement la pre´emption
a` cause du rede´marrage interne ne´cessaire pour limiter la capacite´ me´moire dans cette me´thode.
L’utilisation d’ACPP pour combiner des syste`mes line´aires se heurte a` la difficulte´ qui est
la justification de la notion de benchmark. Ceci est duˆ au fait que les syste`mes creux sont
caracte´rise´s par la grande diversite´ possible des structures de la matrice A. Toutefois, nous
remarquons que dans la pratique, la plupart des syste`mes creux sont souvent issus des domaines
d’applications comme l’astrophysique, l’inge´nierie chimique, la mode´lisation oce´anique etc.
Pour ces domaines d’applications, de nombreuses collections de matrices prenant en compte
les structures de matrices les plus observe´es sont disponibles 1 2. Ces collections peuvent donc
servir de benchmark.
3.7.2 Jeu de donne´es et profil de performance
Le jeu de donne´es que nous utilisons ici provient d’une collection de matrices disponibles a`
l’universite´ de Floride 3. Dans cette collection, nous avons extrait 959 matrices re´elles et carre´es
dont certaines sont syme´triques, de´finies positives, ou quelconques. Les matrices se´lectionne´es
sont de dimension au plus 6000. Ces matrices sont issues de diffe´rentes collections faisant in-
tervenir diffe´rents domaines comme la me´canique, l’e´lectronique, l’inge´nierie chimique etc.
Nous avons utilise´ ces matrices dans la re´solution des syste`mes Ax = b avec b = [1, . . . , 1]t.
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proble`me de re´solution des syste`mes line´aires est simplement donne´e par une matrice. Si r est
le vecteur re´sidu obtenu a` une e´tape, tol une tole´rance que l’on se donne, le crite`re d’arreˆt pour
tous les algorithmes ite´ratifs dans nos implantations est ‖r‖ ≤ tol ∗ ‖b‖ (ici tol = 10−6). Nous
avons exe´cute´ les diffe´rents algorithmes sur au plus 700 ite´rations.
Il n’est pas aise´ de de´finir un profil de performance ade´quat afin de comparer la re´solution
de nos syste`mes avec les algorithmes ite´ratifs. Pour le faire, nous observons d’abord qu’il n’est
pas force´ment pertinent de le de´finir par rapport au temps d’exe´cution de`s lors que les infor-
mations qui peuvent nous permettre de jauger la qualite´ des algorithmes ite´ratifs sont ge´ne´re´s
par ite´ration (la dure´e des ite´rations n’est pas la meˆme pour tous les algorithmes). Inte´ressons
nous maintenant aux informations ge´ne´re´s tout au long de l’exe´cution. Celles ci sont de deux
sortes principalement : les vecteurs de la base de Krylov et les approximations calcule´es. Les
bases de Krylov ne sont pas inte´ressantes pour la comparaison des exe´cutions du fait qu’elles
sont potentiellement volumineuses. L’approximation calcule´e toutefois est inte´ressante car avec
le re´sidu 4, elle permet de nous situer dans la re´solution du syste`me.
Conside´rons maintenant deux matrices qui auraient des proprie´te´s similaires. Notre but est de
de´finir pour elles un profil de performance ade´quat qui permette de les comparer. Pour cela nous
conside´rons l’exe´cution des algorithmes sur ces matrices. L’approximation initiale tout comme
le re´sidu e´tant lie´ a` la structure a` la matrice initiale, les re´sidus initiaux pour les diffe´rents al-
gorithmes sur ces matrices seront diffe´rents. Apre`s l’exe´cution de w,w > 1 ite´rations l’on aura
une nouvelle approximation pour chacune de ces matrices. Si les deux matrices sont similaires
toutefois, nous pensons que la progression des re´sidus ge´ne´re´s dans la feneˆtre des w ite´rations
doivent eˆtre comparables.
A partir de ces observations nous proposons deux de´finitions pour le profil de performance :
Dans la premie`re de´finition, e´tant donne´e une matrice A utilise´e avec un algorithme ite´ratif,
si rA(z) est le re´sidu obtenu en re´solvant Ax = b a` l’ite´ration z, nous prenons PPA(z) =
‖rA(z)‖
‖rA(z−w)‖
avec w > 1 que nous fixons. Dans la seconde de´finition nous prenons PPA(z) =
min ‖rA(z′)‖
max ‖rA(z′)‖
avec z − w ≤ z′ ≤ z
Dans la premie`re de´finition, PPA(z) donne l’e´volution relative du de la convergence entre
une feneˆtre de w ite´rations. La seconde de´finition vise a prendre un peu plus en compte les
diffe´rents re´sidus obtenus dans la feneˆtre d’ite´rations. Dans la suite, lorsque nous de´signerons
des profils de la forme PPA(z) = ‖r
A(z)‖
‖rA(z−w)‖
, nous dirons que nous utilisons des profils de type
1. Lorsque nous utilisons PPA(z) = min ‖r
A(z′)‖
max ‖rA(z′)‖
, nous parlerons de profil de type 2.
L’on peut noter que dans ces de´finitions, le profil de performance sera tre`s pre`s de 1 lorsque
l’algorithme sera pre`s de converger ou stagnera car dans ces cas, le re´sidu n’e´volue plus. Nous
tiendrons aussi compte de cette information en conside´rant en plus de la comparaison des profils
de performance les valeurs de celui ci pour identifier les cas de stagnation ou de convergence a`
priori apre`s quelques e´tapes de re´solution du syste`me.
4 ´Etant donne´e une approximation xe, le re´sidu obtenu a` partir de celle ci est e´gal a` ‖b−Axe‖
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3.7.3 Plan d’expe´rimentation
Nous avons effectue´ deux se´ries d’expe´rimentations en utilisant le logiciel Octave 5 qui nous
offre plusieurs facilite´s dans l’e´criture des solveurs nume´riques. Les objectifs que nous poursui-
vons e´taient : la pre´diction du meilleur solveur dans la phase d’exploitation et la minimisation
du nombre d’ite´rations dans la re´solution d’un syste`me. Nous pre´cisons que ce dernier objectif
ne correspond pas toujours a` la minimisation du temps d’exe´cution. Nous l’avons choisi a` cause
de la facilite´ qu’elle offre dans l’implantation. Nous ajoutons qu’e´tant donne´ que nous n’avons
employe´ que des solveurs de la famille du gradient conjugue´, ces deux objectifs se rapprochent
dans la mesure ou` les diffe´rences entre couˆts d’ite´rations de nos solveurs ne sont pas grandes.
1. Dans la premie`re se´rie, nous avons e´value´ la capacite´ d’ACPP a` pre´dire le meilleur al-
gorithme sur un ensemble de matrices issus des perturbations de notre benchmark. Dans
cette se´rie, l’ensemble des 959 matrices nous a servi de benchmark. Pour chaque matrice
du benchmark A, du benchmark, nous avons ge´ne´re´ une matrice A′ = A + αI avec α
qui est une constante. L’inte´reˆt de cette perturbation est que les distributions de valeurs
propres dans A et dans A′ sont proches. ´Etant donne´ que la convergence des me´thodes de
Krylov de´pend de la distribution des valeurs propres, nous pensons donc que la meilleure
me´thode sur A devrait a priori eˆtre la meilleure sur A′. Dans ce cas, si le proce´de´ de
pre´diction est efficace, alors avec la connaissance des matrices A dans son benchmark et
du meilleur algorithme pour ces matrices, il devrait pre´dire efficacement le meilleur algo-
rithme sur A′. Nous avons aussi conside´re´ dans cette se´rie les les matrices A′ de la forme
A′ = I − QDQt ou` Q est la matrice des vecteurs propres de A et D celle des valeurs
propres (dans Matlab et Octave [Q,D] = eig(A)). Les matrices se´lectionne´es dans ce cas
sont toutes symme´triques.
2. Dans la seconde se´rie d’expe´rimentations, nous avons dans un premier temps utilise´
la technique du sous e´chantillonage pour de´terminer les valeurs de q et T . Dans celle
ci nous testons ACPP avec diffe´rentes valeurs de q avec pour objectif de minimiser
le nombre d’ite´rations dans la re´solution d’un syste`me (ainsi, T de´signe ici le nombre
d’ite´rations minimal dans la phase d’exploration). Pour de´terminer T et q, nous avons
de´coupe´ notre ensemble de matrices en deux sous ensembles de 478 et 479 matrices choi-
sies ale´atoirement. Toutefois, nous rappelons que nos matrices appartiennent a` diffe´rentes
collections. Dans la se´lection ale´atoire des matrices, nous avons garanti qu’au moins une
matrice soit pre´sente pour chaque collection. Une fois de´termine´es les valeurs de q et T ,
nous avons applique´ ACPP en prenant ale´atoirement comme benchmark des proportions
de 50%, 33%, 25% et 20% des matrices. Sur chaque proportion, nous avons effectue´ 50
tirages distincts. Comme pre´ce´demment, au moins une matrice dans chaque collection
devait eˆtre pre´sente dans le benchmark 6.
5http://octave.org
6Nous avons 55 collections de matrices
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3.7.4 Premie`re se´rie d’expe´rimentations
Dans cette se´rie, nous avons fixe´ T = 10 et q = 1 dans l’algorithme ACPP 3.5.2. Dans
le cas des profils de type 1, nous fixons w = 1 et pour les profils de type 2, w = 2. Dans la
table 3.1, nous donnons la proportion des solveurs que nous avons exactement pre´dit en utilisant
ACPP sur les perturbations de la forme A′ = A + αI en ayant utiliser les matrices A comme
benchmark. Les proportions que nous obtenons sont inte´ressantes. Ne´anmoins, nous pensons
Profil Type 1 Profil Type 2
α = 0.1 0.95 0.92
α = 0.5 0.93 0.93
α = 2 0.93 0.93
TAB. 3.1 – Proportion des solveurs exactement pre´dit
que les re´sultats sont aussi influence´s par le fait que dans plus de 73% des cas, nous avions
un seul solveur (le BICGSTAB) qui dominait tous les autres. En particulier, lorsqu’un syste`me
n’e´tait pas re´solu par une des me´thodes, nous avons conside´re´ que sur ce syste`me, la meilleure
me´thode est le BICGSTAB. Nous avons ope´re´ cette affectation en notant que sur les syste`mes
re´solus, le BICGSTAB dominait les autres solveurs.
Afin d’avoir une vue plus de´taille´e du taux de pre´diction, il faut le conside´rer par solveurs.
Dans ce cas, nous obtenons encore des re´sultats inte´ressants. Dans la table 3.2, nous pre´sentons
pour le cas des profils de type 1 la fiabilite´ de la pre´diction. Ce re´sultat montre que sur les sol-
BICGSTAB BICG CGS TFQMR
α = 0.1 1 0.80 0.82 0
α = 0.5 0.99 0.83 0.80 0
α = 2 0.98 0.85 0.79 0
TAB. 3.2 – Taux de pre´diction par solveur dans le cas des profils de type 1
veurs BICGSTAB, BICG et CGS, nous avons obtenu de bonnes pre´dictions. Nous remarquons
aussi que le taux de pre´diction de la me´thode TFQMR est tre`s faible. Ce taux nous le pensons
est influence´ par le fait qu’il y avait trop peu de matrices sur lesquelles cette me´thode e´tait la
meilleure dans le benchmark. Avec par exemple α = 0.1, cette me´thode e´tait la meilleure sur
seulement deux matrices. Cette observation nous indique que la qualite´ de la technique ACPP
est de´pendante du benchmark conside´re´.
Dans cette premie`re se´rie, nous avons aussi teste´ la qualite´ de la pre´diction sur des matrices
de la forme A′ = I − QDQt. Lors des exe´cutions toutefois sur Octave, nous avons note´ que
le calcul de la de´composition [Q,D] = eig(A) e´tait dans certains cas tre`s couˆteux. Aussi, nous
nous sommes restreint a` un jeu de 47 matrices tire´es ale´atoirement parmi les 959 que nous avons
perturbe´s. Avec cette perturbation nous e´tions capable de pre´dire le meilleur solveur dans 89%
des cas.
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Les re´sultats que nous avons ainsi obtenus nous montre que l’approche ACPP permet d’ob-
tenir avec des taux de pre´diction important le meilleur solveur.
L’ensemble des codes que nous avons utilise´s dans ces expe´rimentations ainsi que les jeux de
donne´es sont disponibles a` l’adresse : http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/
3.7.5 Seconde se´rie d’expe´rimentations
Nous avons applique´ la technique du sous e´chantillonnage de´crite ci dessus pour de´terminer
les valeurs optimales de T et q en faisant varier q de 1 a` 7 et T de 7 a` 20. Apre`s ces tests
nous avons obtenu comme valeurs optimales permettant de minimiser le nombre d’ite´rations :
q = 2 et T = 10. Nous pre´cisons que la valeur q = 3 a donne´ les meˆmes performances
que q = 2 pour T = 10. Nous avons retenu la valeur q = 2 car l’on peut noter que si a`
l’issue de la phase d’exploration, nous avons plusieurs voisins alors potentiellement on aura une
exe´cution concurrente des solveurs. Plus on a de voisins, plus le nombre de solveurs intervenant
dans l’exe´cution concurrente peut eˆtre important. Aussi, il est pre´fe´rable de retenir la valeur
conduisant a` un plus petit nombre de voisins.
Sur la figure 3.4, nous pre´sentons les taux de succe`s dans la pre´diction que nous avons en
appliquant ACPP avec q = 2, et T = 10 en prenant une proportion des instances comme
benchmark. Les diffe´rents benchmarks utilise´s et l’ensemble des matrices sont accessibles a`
l’adresse http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/ . ´Etant donne´ que q =
2, il est possible que dans la phase d’exploitation dans ACPP, on exe´cute deux algorithmes dans
un mode`le de partage de temps. Aussi, les taux que nous pre´sentons indiquent la proportion des
succe`s que nous avons eu en pre´disant le meilleur solveur dans un sous ensemble d’au plus deux
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FIG. 3.4 – Taux de pre´diction en fonction de la taille du benchmark
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On peut noter que plus le benchmark est grand, plus le taux de pre´diction l’est aussi. Ceci
est tout a` fait logique dans l’esprit de la me´thode des plus proches voisins. On peut aussi re-
marquer que les deux types de profils de performance sont efficaces dans la pre´diction. Sur la
figure 3.5, nous pre´sentons le rapport entre le nombre d’ite´rations obtenus avec ACPP, l’allo-
cation moyenne et ceux de la solution optimale. On peut noter qu’en moyenne dans ACPP, on
a un meilleur nombre d’ite´rations que lorsque l’on utilise l’allocation moyenne. La proximite´
entre le nombre des ite´rations avec ACPP et la solution optimale s’explique aussi par le fait
que dans plusieurs cas, des solveurs ont interrompu leur exe´cution avant meˆme d’atteindre le
nombre maximum d’ite´rations. Ainsi, la redondance des calculs dans la strate´gie de portfolio


































FIG. 3.5 – Proportion des ite´rations par rapport a` la solution optimale
Le tableau 3.7.5 donne la moyenne des temps d’exe´cutions de la technique ACPP, de l’al-
gorithme de l’allocation moyenne et du meilleur algorithme par instances. Sur les instances non
re´solues, nous avons pris le meilleur algorithme comme e´tant celui qui se termine le plus rapi-
dement. Dans ces exe´cutions, nous avons pris δt = 10 ite´rations pour l’allocation moyenne. Ces
re´sultats ont e´te´ obtenus sur un processeur Dual CPU E2160 @ 1.80GHz. Les temps que nous
pre´sentons sont obtenus avec le profil de type 1. Sur le profil de type 2, nous avons des temps
d’exe´cution similaires. Nous pouvons noter ici que la technique ACPP est plus couˆteuse que le
Meilleur Alg par instances MA ACPP(50%) ACPP(33%) ACPP(25%) ACPP(20%)
501 1071.77 1523.03 1243.9 943.13 886.5
TAB. 3.3 – Temps d’exe´cution avec le profil de type 1.
meilleur algorithme a` chaque fois. Le temps d’exe´cution augmente avec la taille du benchmark
comme l’a sugge´re´ l’analyse the´orique de la complexite´. Dans les temps que nous pre´sentons,
il faut ne´anmoins prendre aussi en compte le temps ne´cessaire a` la ge´ne´ration des profils de
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performance. En pratique, on peut en effet les ge´ne´rer une seule fois pour multiples exe´cutions.
Ne´anmoins, le temps de la technique ACPP reste important. On peut aussi noter que lorsque
la taille du benchmark est tre`s grande, le temps avec ACPP est plus grand que celui de l’allo-
cation moyenne. Ceci en particulier parce que dans ces cas, la de´termination des plus proches
voisins est couˆteuse. Avec ACPP(20%) on a un ratio sur le temps d’exe´cution de 1.77 avec
l’algorithme optimal sur chacune des instances. Ce ratio est inte´ressant car nous partons sur une
base de 4 algorithmes sans que le temps optimal de re´solution a` chaque fois ne soit multiplie´ en
fin de compte par 4. On peut ne´anmoins noter que le rapport entre les temps d’exe´cution avec
ACPP et l’algorithme optimal a` chaque fois est plus important que le rapport entre le nombre
d’ite´rations avec ACPP et ceux de la solution optimal. Avec ACPP(20%) par exemple, on a un
rapport en moyenne pre`s de 1.10 avec les ite´rations de la solution optimale. Nous expliquons
cette diffe´rence entre autre par les surcouˆts induit par la pre´emption des algorithmes dans cer-
tains cas (si l’on a deux algorithmes dans la phase d’exploitation) ainsi que le temps ne´cessaire
a` la recherche des voisins (qui n’est pas comptabilise´ dans le calcul du nombre d’ite´rations).
Une autre remarque importante que nous avons eu dans les expe´rimentations est que le temps
d’exe´cution est largement influence´ par la valeur de δt. Il est important d’e´laborer une strate´gie
efficace pour la de´terminer car si cette valeur est petite, le surcouˆt induit au changement de
contexte est tre`s important et si elle est grande, on a moins de marges de manoeuvre dans
l’exe´cution concurrente.
3.8 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre une approche de combinaison des algorithmes afin
d’obtenir en moyenne de meilleures performances. Cette approche s’appuie sur une technique
d’apprentissage automatique dans laquelle nous rajoutons l’ide´e des portfolio d’algorithmes.
L’approche propose´e proce`de par une adaptation a` l’instance pour de´terminer le meilleur portfo-
lio d’algorithme permettant de la re´soudre. Nous l’avons analyse´e puis valide´e expe´rimentalement
sur la re´solution des syste`mes line´aires afin de minimiser le nombre d’ite´rations ne´cessaires a`
la re´solution des syste`mes. Les re´sultats expe´rimentaux montrent que la technique propose´e est
efficace dans la pre´diction du meilleur solveur ou d’un sous ensemble le contenant mais est
couˆteuse en temps quand la taille du benchmark est importante. Nous envisageons les perspec-
tives suivantes a` l’issue de ce travail :
1. La prise en compte de la qualite´ de la solution
2. L’ame´lioration du choix du benchmark
3. L’introduction d’une phase d’exploration progresssive.
4. L’utilisation d’un mode`le mathe´matique de qualite´
5. Le choix de la valeur δt
Dans les premie`res expe´rimentations, nous avons par exemple note´ que dans la plupart des cas,
nous avions seulement 50% des syste`mes qui e´taient re´solus. En outre, nous avons observe´ que
sur certaines matrices, un solveur pouvait s’arreˆter plus vite qu’un autre sans que le premier ne
trouve une solution qui converge avec la tole´rance que l’on s’est fixe´e. Dans ce cas la question
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du meilleur solveur peut devenir difficile a` de´finir car sur le temps, le premier solveur est le
meilleur alors que sur la qualite´ de la solution, le second l’est. Nous avons traite´ ces cas ici en
de´cidant qu’en cas de non convergence sur la tole´rance fixe´e, le BICGSTAB est le meilleur. On
pourrait ne´anmoins penser a` une approche qui prend en compte les deux objectifs de minimiser
le temps d’exe´cution ainsi que la norme des vecteurs re´sidus que l’on obtient dans la re´solution
des diffe´rents syste`mes.
Les re´sultats que nous avons obtenus montrent que l’approche ACPP ne conduit pas a` de bonnes
pre´dictions sur des solveurs qui ne sont pas efficaces sur les instances du benchmark. Afin
d’ame´liorer les tests que nous avons effectue´s, une piste inte´ressante consiste donc a` choisir un
benchmark dans lequel par exemple la me´thode TFQMR sera moins domine´e par les autres.
L’ide´e d’une phase d’exploration progressive s’inspire de l’exe´cution de GAMBLETA. Elle
consiste a` fixer une sous pe´riode ∆ tel que pendant l’exploration a` chaque pe´riode ∆ on
se´lectionne un sous ensemble d’algorithmes selon le principe d’ACPP pour avec lesquels on
on continue l’exploration. L’introduction de la pe´riode ∆ est inte´ressante si tre`s vite, l’on peut
identifier a` partir des profils d’exe´cution de l’instance qui est en cours de re´solution quels sont
les algorithmes qui n’auront pas sur celui ci un bon temps d’exe´cution. Toutefois, ce choix est
pe´nalisant si l’on ne se trouve pas dans de telles situations.
En se basant sur les re´sultats obtenus dans les algorithmes anytime, on peut modifier l’algo-
rithme pre´ce´dent. Pour chaque algorithme candidat, e´tant donne´es les exe´cutions obtenues du
benchmark, on construit des mode`les analytiques de sa qualite´. Nous pre´cisons qu’a` un algo-
rithme, on peut associer plus d’un mode`le mathe´matique de qualite´. ´Etant donne´e une instance
a` re´soudre, a` partir de la phase d’exploration on collecte son profil effectif de performance
et on essaie de de´duire le mode`le auquel il est le plus proche en employant par exemple la
me´thode des moindres carre´s. L’inte´reˆt d’utiliser un mode`le analytique de la qualite´ est que
potentiellement, on pourra re´duire le temps des comparaisons ne´cessaires la de´termination des
plus proches voisins.
En dernie`re perspective, nous pensons qu’il faut introduire une strate´gie efficace pour la de´termination
en pratique de δt. Sa valeur est en effet de´terminante sur le surcouˆt induit par le changement de
contexte.
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Chapitre 4
Approche de se´lection statique des
portfolio d’algorithmes
Re´sume´ : Dans ce chapitre, nous pre´sentons une approche statique de se´lection des port-
folio d’algorithmes. Dans cette approche, le proble`me majeur est celui du partage discret des
ressources que nous de´finissons. La complexite´ de ce proble`me est e´tudie´e et des algorithmes
sont propose´s pour sa re´solution.
4.1 Introduction
Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons pre´sente´ une approche ayant pour objectif de de´terminer
e´tant donne´e une liste d’algorithmes candidats re´solvant un proble`me P , la meilleure combinai-
son algorithmique pour re´soudre chaque instance de P . Dans la re´solution de chaque instance I
de P , nous avons admis que l’on avait des attributs du proble`me calculable sur I et de´terminants
dans le comportement de I sur les diffe´rents algorithmes candidats. Comme attribut, nous avons
utilise´ le profil de performance.
L’hypothe`se de la connaissance des informations de´terminantes dans le comportement d’un
algorithme sur une instance n’est toujours pas justifie´e comme indique´ dans le chapitre 3. Sur
des proble`mes tre`s difficiles et notamment les proble`mes de la classe NP-complet, il existe
tre`s peu d’e´tudes the´oriques permettant d’e´tablir un lien entre des proprie´te´s connues sur une
instance et le comportement des algorithmes le re´solvant. Si dans certaines situations, d’ex-
cellents re´sultats expe´rimentaux permettent de justifier de telles hypothe`ses [Xu et al. 2008,
Gomes and Selman 2001], celles ci malgre´ tout restent limite´es a` des proble`mes bien spe´cifiques.
Face a` cette difficulte´, les approches dites on-line [Gagliolo and Schmidhuber 2008]
[Borodin and El-Yaniv 1998] sont envisageables dans la mesure ou` elles ne tirent pas partie
des informations issues du proble`me. Toutefois, les solutions qui y sont propose´es admettent
des hypothe`ses difficiles a` ve´rifier comme la connaissance du couˆt induit par un mauvais choix
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algorithmique e´tant donne´ une instance.
Dans ce chapitre, nous proposons une autre approche de combinaison des algorithmes dans
laquelle nous ne prenons pas en compte la possibilite´ d’utiliser les informations extraites de
l’instance en cours de re´solution. ´Etant donne´s un proble`me a` re´soudre et un ensemble d’algo-
rithmes, notre cible est de trouver la combinaison d’algorithmes qui en moyenne conduit au plus
temps d’exe´cution. En adoptant le mode`le de combinaison par portfolio, nous proposons une
formulation inspire´e des travaux de [Sayag et al. 2006]. Ici, la meilleure combinaison algorith-
mique est repre´sente´e comme un portfolio de´finissant un partage de ressources entre les algo-
rithmes. Une partie de l’approche que nous proposons ici a e´te´ publie´e dans [Bougeret et al. 2009a,
Bougeret et al. 2009b, Ngoko and Trystram 2009b]. En comparaison de l’approche propose´e au
chapitre 3, cette mode´lisation est statique dans la mesure ou` l’on cherche un seul portfolio d’al-
gorithmes pour re´soudre toutes les instances. Nous e´tudions ensuite la difficulte´ du proble`me
de combinaison statique des algorithmes, nous proposons des algorithmes pour le re´soudre et
nous les validons expe´rimentalement a` travers des simulations sur les algorithmes re´solvant le
proble`me de satisfiabilite´ (SAT) [Garey et al. 1979].
La suite du chapitre est organise´e comme suit : Dans la Section 4.2, nous pre´sentons quelques
approches de combinaison statique d’algorithmes que nous analysons sommairement. Dans la
Section 4.3 nous introduisons le proble`me de partage discret des ressources (dRSSP) que nous
utiliserons pour mode´liser la se´lection statique des portfolio d’algorithmes. Dans la Section 4.4
nous proposons une approche exacte pour re´soudre le dRSSP. La Section 4.5 est consacre´e
aux algorithmes d’approximation pour re´soudre le dRSSP, la section 4.6 pre´sente les re´sultats
expe´rimentaux obtenus par sur les diffe´rents algorithmes que nous proposons et nous concluons
a` la Section 4.7.
4.2 Quelques formulations de la se´lection statique des port-
folio d’algorithmes
Dans cette partie, nous pre´sentons deux mode´lisations du proble`me de se´lection statique du
meilleur portfolio d’algorithmes. Ce sont le proble`me de partage des ressources et le proble`me
de partage de temps. Ces formulations ont e´te´ propose´es dans [Sayag et al. 2006, Streeter et al. 2007].
4.2.1 Le proble`me de partage des ressources
Nous nous plac¸ons dans un contexte ou` pour un proble`me a` re´soudre, nous disposons d’une
liste finie d’algorithmes candidats A ainsi qu’un benchmark I d’instances repre´sentatives du
proble`me. ´Etant donne´ que nous ne prenons pas en compte la possible utilisation des infor-
mations extraites de l’instance pour de´terminer la meilleure combinaison d’algorithmes a` appli-
quer, une approche consiste donc a` trouver pour toutes les instances a` re´soudre une combinaison
fixe d’algorithmes candidats.
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Une telle approche a e´te´ sugge´re´e dans [Sayag et al. 2006] avec le proble`me de partage de
ressources (RSSP). L’hypothe`se de base ici est proche de l’ide´e du voisinage d’instances intro-
duite au chapitre 3. On admet que le comportement (en temps d’exe´cution) de n’importe quelle
instance a` re´soudre sur les algorithmes candidats est similaire a` celui d’une instance du bench-
mark. Ensuite, e´tant donne´e une instance quelconque a` re´soudre, on ne connaıˆt pas a priori
l’instance du benchmark dont elle est proche. Cette hypothe`se permet de ramener l’espace des
instances du proble`me en l’espace fini des instances I. Le meilleur portfolio d’algorithmes peut
ainsi eˆtre recherche´ dans une configuration ou` l’on a des instances un jeu d’instances J ⊆ I
a` re´soudre sans que l’on ne sache en re´solvant une instance I ∈ J a` quelle instance de I elle
correspond. En admettant les ressources et le temps continu sur le benchmark des instances I,
le RSSP peut eˆtre de´crit comme suit :
Resource Sharing Scheduling Problem (RSSP)
Instance : Un ensemble fini d’instances I = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, des couˆts C(Ai, Ij) ∈ R+ pour chaque Ij ∈ I , Ai ∈ H , un nombre re´el
T ∈ R+.
Question : Existe t’il un vecteur S = (S1, . . . , Sk) avec Si ∈ [0, 1] et
∑k









Dans cette formulation, on doit affecter une fraction Si des ressources a` chaque algorithme
Ai. On suppose que pour chaque instance Ij et algorithme Ai la valeur C(Ai,Ij)Si donne le temps
d’exe´cution de Ij sur Ai lorsqu’il est exe´cute´ avec une fraction de Si ressources. Ceci signifie
que la performance d’un algorithme est proportionnelle au nombre de ressources dont il dis-
pose, ce qui est parfois observe´ sur des algorithmes paralle`les. ´Etant donne´e une instance a`
re´soudre, on exe´cute tous les algorithmes Ai sur elle jusqu’a` ce qu’un des algorithmes termine







La redondance des calculs ne´cessaires a` la re´solution d’une instance dans le RSSP peut eˆtre
perc¸ue comme un handicap. Ne´anmoins, nous remarquons que lorsque les diffe´rences de per-
formance entre algorithmes sont importantes, cette redondance peut eˆtre infime en comparaison
d’un mauvais choix d’algorithmes.
Dans le RSSP, l’hypothe`se de la connaissance des informations extractibles sur les ins-
tances n’est pas prise en compte. L’un de ses principaux de´fauts du RSSP est le partage en
fraction non entie`res des ressources. Conside´rons par exemple un contexte paralle`le et distribue´
a` m ressources. Ici, les ressources peuvent ide´alement eˆtre prises comme e´tant les processeurs.
Imple´menter dans un tel contexte certains partages continus de ressources peut s’ave´rer diffi-
cile. Une approche pour cela peut consister a` attribuer dans l’exe´cution un meˆme processeur a`
plusieurs algorithmes. Seulement, il devient alors difficile d’avoir une fonction de couˆt pre´cise
de`s lors que des exe´cutions concurrentes d’algorithmes sur un meˆme processeur entraıˆneront
des de´fauts de caches et des ordonnancements de calculs difficilement pre´visibles.
Une autre formulation similaire au RSSP a e´te´ propose´e dans [Sayag et al. 2006] puis













































FIG. 4.1 – Exemple d’exe´cution concurrente de trois algorithmes sur trois instances avec un
mode`le de partage de ressources. Ici, S1 = 14 , S2 =
1
2
et S3 = 14 . On a ici trois instances
re´solues conse´cutivement. A la date t1, I1 est re´solu par A1 ; A la date t2, I2 est re´solu par A2 et
a` la date t3, I3 est re´solu par A3. Les zones hachure´es repre´sentent les portions de calcul qui ne
seront pas utilise´s dans la re´solution des instances.
dans [Streeter et al. 2007]. Nous allons la pre´senter dans la suite.
4.2.2 Le proble`me de partage du temps
Le proble`me de partage de temps entre algorithmes (TSSP) exploite l’ide´e de l’exe´cution
concurrente des algorithmes dans le temps. Dans cette formulation, on suppose que les algo-
rithmes sont interruptibles et que le temps est discre´tise´ en unite´s de taille δt. Les algorithmes
sont combine´s en utilisant le mode`le du portfolio par partage de temps. En admettant que
l’exe´cution d’un algorithme sur une instance peut prendre au plus B unite´s de temps, un portfo-
lio d’algorithmes par partage de temps se de´finit comme une fonction σ : {1, . . . , kB} −→ A.
Avec une telle fonction, si l’on commence l’exe´cution d’une instance a` la date t0. Alors entre
les dates t0 + (α− 1)δt et t0 + αδt l’on exe´cute l’algorithme σ(α).
Le couˆt de re´solution d’une instance sur un portfolio d’algorithmes par partage de temps
est de´termine´ comme suit : ´Etant donne´ un portfolio par partage de temps σ, soit C(Ai, Ij) le
temps ne´cessaire a` la re´solution de l’instance Ij sur l’algorithme Ai (on ne prend pas en compte
le paralle´lisme) et C(σ, Ij) le temps de re´solution de l’instance Ij avec le portfolio σ. C(σ, Ij)
se de´finit comme la plus petite date t telle que pour un algorithme Ai, C(Ai, Ij) = |{t1 < t :
σ(t1) = Ai}|. A partir de cette de´finition, le proble`me du partage de temps entre algorithmes
peut eˆtre de´crit comme suit :
Task Switching Scheduling Problem (TSSP)
Instance : Un ensemble fini d’instances I = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, des couˆts C(Ai, Ij) ∈ R+ pour chaque Ij ∈ I , Ai ∈ H , un nombre re´el
T ∈ R+.
Question : Existe t’il une application σ : {1, . . . , kB} −→ A, telle que ∑nj=1 C(σ, Ij) ≤
T ?
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Le proble`me du partage de temps entre algorithmes est similaire au RSSP. On n’a pas ici le
proble`me de partage en fraction des ressources mais on admet l’interruptibilite´ des algorithmes.
Malgre´ tout, il reste toujours difficile d’avoir une fonction de couˆt pre´cise. En effet, les interrup-
tions et les rede´marrages d’algorithmes entraıˆneront dans plusieurs cas des de´fauts de cache et
des sauvegardes et des chargements de contexte qu’il est difficile d’e´valuer. Aussi en pratique,
e´tant donne´e une instance I , l’estimation de la dure´e de sa re´solution C(σ, I) sur un portfolio σ
peut eˆtre tre`s mauvaise. Dans la de´finition du temps de re´solution d’une instance dans le partage






















































FIG. 4.2 – Exemple d’exe´cution concurrente de trois algorithmes sur trois instances avec un
mode`le de partage de temps. On exe´cute ici successivement A1 puis A2 et A3. A la date t1, I1
est re´solu par A1 ; A la date t2, I2 est re´solu par A2 et a` la date t3, I3 est re´solu par A3. La
zone hachure´e repre´sente les exe´cutions qui ne permettent pas de re´soudre en fin de compte
l’instance en cours. Les zones hachure´es repre´sentent les calculs qui ne serviront pas en fin de
compte dans la re´solution d’une instance.
Les mode`les propose´s dans [Sayag et al. 2006, Streeter et al. 2007] sont inte´ressants pour
de´finir une strate´gie de combinaison d’algorithmes qui n’extraie aucune information sur l’ins-
tance a` re´soudre. Ils proposent toutefois des fonctions de couˆts qui ne sont pas toujours faciles
a` obtenir en pratique. Dans le cas du TSSP, il faut en particulier introduire les surcouˆts lie´s
au changement de contexte. Ce surcouˆt est de´pendant du me´canisme que l’on adopte pour la
sauvegarde et la reprise du contexte d’exe´cution et donc difficile a` estimer sans implantation
algorithmique. Nous allons dans la suite conside´rer uniquement le mode`le de partage de res-
sources (RSSP). Pour rendre le RSSP plus re´aliste, il faut en particulier e´viter des partages en
fraction non entie`res de ressources. Nous allons dans la suite proposer une adaptation du RSSP
et permettant de prendre plus en compte les spe´cificite´s de l’environnement d’exe´cution des
algorithmes.
4.3 Le proble`me de partage discret des ressources
Dans cette section, nous proposons une version discre`te du RSSP que nous notons dRSSP.
Nous analysons ensuite sa complexite´.
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4.3.1 De´finition
le dRSSP est une adaptation du RSSP dans laquelle on suppose que l’on est dans un contexte
paralle`le avec des ressources identiques et discre`tes. Le couˆt d’exe´cution d’un algorithme est
de´fini en prenant en compte le nombre de ressources sur lequel il est exe´cute´. Formellement, ce
proble`me peut eˆtre de´fini comme suit :
discrete Resource Sharing Scheduling Problem (dRSSP)
Instance : Un ensemble fini d’instances I = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, un ensemble de m ressources identiques, des couˆts C(Ai, Ij, p) ∈ R+ pour
chaque Ij ∈ I, Ai ∈ A et p ∈ {1, . . . ,m}, un nombre re´el positif T .







{C(Ai, Ij, Si)|Si > 0} ≤ T ?
Le dRSSP suppose que les couˆts d’exe´cution sont de´finis pour chaque algorithme, instances
et nombre de ressources. On peut par ailleurs envisager une extension de de´finition en contexte
he´te´roge`ne en de´finissant le couˆt d’exe´cution en fonction du sous ensemble des ressources
conside´re´es. Dans la suite, sauf mention contraire, nous posons C(Ai, Ij) = C(Ai, Ij,m).
Dans un contexte paralle`le, il est logique de supposer que les couˆts d’exe´cution de´croissent
lorsque la quantite´ de ressources affecte´es aux algorithmes est importante. Dans la suite, nous
allons continuer avec une version restreinte du dRSSP (le l-dRSSP) dans laquelle nous ajoutons
une hypothe`se de line´arite´. Cette hypothe`se indique que les couˆt d’exe´cutions exe´cution sont
proportionnels au nombre de ressources utilise´es (C(Ai, Ij, p) = C(Ai,Ij ,m)mp ). Cette hypothe`se
est en particulier justifie´e sur les algorithmes paralle`les qui sont efficaces.
Afin de cerner la diffe´rence entre le l-dRSSP et le RSSP nous conside´rons l’exemple suivant.
Exemple 4.3.1. On conside`re un partage de ressources a` de´finir sur 2 ressources avec 2 algorithmes(A1,
A2) et 2 instances (I1, I2). On suppose que la matrice des couˆts sur l’ensemble des ressources




TAB. 4.1 – Matrice des couˆts d’exe´cution
Pour de´duire la solution optimale avec le RSSP, une fraction x d’une ressource doit eˆtre














. Le minimum est obtenu pour
x = 2−√2. Ainsi, la solution optimale avec le RSSP consiste a` donner 2(2−√2) ressources a`
A1 et 2(
√
2 − 1) ressources a` A2. Cette solution nous conduit a` un couˆt total de re´solution des
instances de 5.8284. La solution optimale avec le l-dRSSP consiste a` donner une ressource a` A1
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et une autre a` A2. Cette solution conduit a` un couˆt total de re´solution de 6. Ce re´sultat peut eˆtre
ge´ne´ralise´ comme suit :
Proprie´te 4.3.1. Le temps moyen de re´solution des instances I avec le l-dRSSP est supe´rieur
ou e´gal a` celui pris pour le RSSP
La proprie´te´ 4.3.1 est facile a` de´duire car toute solution valide pour le l-dRSSP l’est aussi
pour le RSSP sans que la re´ciproque ne soit vraie. Dans la suite, nous e´tudions la complexite´ du
l-dRSSP.
4.3.2 Complexite´
The´ore`me 4.3.1. l-dRSSP est NP-Complet.
De´monstration. Il est facile de ve´rifier que ce proble`me est dans NP. Supposons qu’un vec-
teur S = (S1, . . . , Sk) soit une solution candidate a` une instance du l-dRSSP avec m res-
sources et k algorithmes. On peut ve´rifier en O(nk) que S ve´rifie toutes les conditions d’une





|Si > 0}. Ceci peut eˆtre fait enO(k). Pour les n instances on peut de´terminer
la somme des vj, j = 1, . . . , n en O(nk).
Nous allons proce´der par une re´duction au proble`me de couverture d’ensembles (unweigh-
ted set cover [Hochbaum 1997]) pour montrer que le l-dRSSP est NP complet.
Le proble`me de couverture d’ensembles est le suivant : ´Etant donne´ une valeur m et les
ensembles finis U = {u1, . . . , un}, F = {F1, . . . , Fk} avec
⋃k
i=1 Fi = U , trouver un sous
ensemble de F c ⊆ F tel que⋃Fi∈F c = U et |F c| ≤ m . Pour le re´soudre, nous allons utiliser le
l-dRSSP comme suit :
On construit une instance du l-dRSSP avec m ressources a` partager ou` I = {I1, . . . , In}, tel que
chaque Ij ∈ I correspond a` uj ∈ U , A = {A1, . . . , Ak} avec Ai qui correspond a` Fi. On fixe
C(Ai, Ij,m) =
{
α > 0 si uj ∈ Fi
nmα + 1 sinon.
et T = nmα. On re´sout ce proble`me et si l’on obtient une solution, on prend l’ensemble F c =
{Fi t.q. Si 6= 0} comme solution au proble`me de couverture d’ensembles. Le cas e´che´ant, on
re´pond que la couverture est impossible
La re´duction propose´e est bien polynomiale. Par ailleurs, l’ensemble F c est de taille au plus
m e´tant donne´ que nous avonsm ressources. Cet ensemble est aussi une couverture d’ensembles
car s’il existait un e´le´ment uj tel qu’aucun ensemble F c ne le contienne, le couˆt du proble`me de
l-dRSSP associe´ serait au moins nmα + 1 a` cause du temps d’exe´cution de Ij dans la solution
obtenue.
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Re´ciproquement, s’il existe une couverture d’ensemble F c de taille au plus m, alors le vec-
teur S = (S1, . . . , Sk) ou` ∀i, 1 ≤ i ≤ k Si =
{
1 si Fi ∈ F c
0 sinon.
est une solution au proble`me
du l-dRSSP de´crit plus haut. En effet, chaque instance Ij aurait un algorithme avec un couˆt
d’exe´cution α associe´ a` qui une ressource serait associe´e, cela conduit a` un couˆt d’exe´cution
total de nmα. o
Corollaire 4.3.1. dRSSP est NP complet
Les re´sultats ci dessus montrent qu’a` moins que P = NP , on ne peut pas trouver d’algo-
rithmes qui en temps polynomial donne une solution au l-dRSSP.
Dans la de´monstration pre´ce´dente, l’on peut noter que la NP comple´tude est obtenue parce
que nous avons e´ventuellement plus d’algorithmes candidats que de ressources (k > m). Si nous
avons en effet plus de ressources que d’algorithmes, le proble`me de couverture d’ensembles
n’est pas difficile. En pratique dans un contexte paralle`le et distribue´, l’on peut supposer que
l’on aura en ge´ne´ral plus de ressources que d’algorithmes. Il est donc inte´ressant de savoir si
dans ce cas le l-dRSSP reste difficile.
The´ore`me 4.3.2. l-dRSSP est NP-Complet meˆme lorsque l’on a plus de ressources que d’algo-
rithmes.
De´monstration. Nous allons exploiter la re´duction pre´ce´dente ici. L’ide´e ici est d’introduire
une instance et un algorithme virtuels de sorte que l’on ne puisse atteindre la borne fixe´e sur le
l-dRSSP que si l’on ne donne suffisamment des ressources a` l’algorithme virtuel afin d’obtenir
un l-dRSSP a` re´soudre avec plus d’algorithmes que de ressources sur les instances et ressources
restantes.
On conside`re un proble`me de couverture d’ensembles donne´ par : une valeur m ≥ 1 et les
ensembles finis U = {u1, . . . , un}, F = {F1, . . . , Fk} avec
⋃k
i=1 Fi = U , tel que l’on cherche
un sous ensemble de F c ⊆ F avec⋃Fi∈F c = U et |F c| ≤ m. Nous proce´dons comme suit pour
le re´soudre :
Nous construisons une instance du l−dRSSP avecm ressources a` partager ou` I = {I1, . . . , In+1},
tel que chaque Ij, j ≤ n correspond a` uj ∈ U , A = {A1, . . . , Ak+1} avec Ai, i ≤ k qui corres-
pond a` Fi. On fixe
C(Ai, Ij, (k + 1)m) =


α > 0 si (i ≤ k, j ≤ n et uj ∈ Fi
kγ si(i = k + 1 et j = n+ 1)
T + 1 sinon.
Ici, T = γ(k + 1) + nm(k + 1)α et γ = nmα(km− 1) + 1.
On re´sout ce proble`me en supposant que l’on a (k+1)m ressources et si l’on obtient une so-
lution, on prend l’ensemble F c = {Fi t.q. Si 6= 0} comme solution au proble`me de couverture
d’ensembles. Le cas e´che´ant, on re´pond que la couverture est impossible.
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On peut noter que dans cette re´duction, le nombre d’algorithmes candidats (k + 1) est plus
petit que le nombre de ressources (k + 1)m. Nous avons choisi γ tel que si l’on affecte moins
de km ressources a` Ak+1, alors il ne serait pas possible d’avoir une solution au l-dRSSP ayant
un couˆt infe´rieur ou e´gal a` T car alors, le couˆt d’exe´cution de In+1 sur Ak+1 serait plus grand
que T 1. Aussi, toute solution au proble`me que nous avons de´fini donne une solution au l-
dRSSP avec les instances I1, . . . , In et algorithmes A1, . . . , Ak sur au plus m ressources ; Or,
ceci correspond a` une solution au proble`me de couverture d’ensembles.
Nous avons choisi ici (k + 1)m ressources juste pour illustrer un nombre de ressources
supe´rieur a` un nombre d’algorithmes. On peut obtenir toutefois une preuve similaire en utilisant
tout nombre de ressources plus grand que k. o
La NP comple´tude du l-dRSSP est e´tablie meˆme lorsque l’on a plus de ressources que
d’algorithmes. Dans la suite, nous allons proposer des algorithmes permettant de re´soudre le
l-dRSSP. Nous allons nous inte´resser a` des approches exactes et heuristiques avec garanties.
Nous commenc¸ons par les approches exactes
4.4 Re´solution exacte du l-dRSSP
Une solution au l-dRSSP est un vecteur S = (S1, . . . , Sk) avec
∑k
i=1 Si ≤ m ou` m est le
nombre de ressources et k le nombre d’algorithmes. De`s lors, une approche naive de re´solution
du l-dRSSP consiste a` conside´rer toutes les allocations Sq avec 0 ≤ Sqi ≤ m. Parmi ces allo-





Pour ce sous ensemble, on calcule le couˆt moyen de re´solution des instances. L’allocation
conduisant au plus petit couˆt moyen de re´solution est alors choisie comme solution. Il est fa-
cile de ve´rifier que cette approche donne une solution exacte au l-dRSSP apre`s un parcours de
(m+1)k allocations. Toutefois, l’on peut remarquer que l’on ge´ne`re ici des allocations invalides
(celles pour lesquelles on a plus de m ressources affecte´es aux processeurs) que l’on e´limine
par la suite. Dans la suite, nous allons proposer un algorithme qui ne ge´ne`re aucune allocation
invalide.
4.4.1 Algorithme
Conside´rons un vecteur S = (S1, . . . , Sk). Nous proce´dons ici en donnant diffe´rentes va-
leurs aux Si. Afin de ne ge´ne´rer que des allocations valides, nous allons ge´ne´rer chaque alloca-
tion S en affectant successivement des valeurs (correspondant a` des ressources) a` S1, S2, . . . ..
jusqu’a` ce que l’on n’ait plus de ressources a` allouer (auquel cas le reste des allocations est
de´fini comme e´tant nul ou que l’on n’ait atteint Sk). Lorsque nous allouons une ressource a`
1 Les de´tails sur le choix de γ et T sont donne´s en annexe pour une meilleure pre´sentation de la preuve.
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Si, nous prenons en compte la quantite´ de ressources de´ja` alloue´e a` S1, . . . , Si−1. Nous utili-
sons pour cela deux variables index et sum. La variable index nous indique l’allocation Sindex
que nous voulons de´finir alors que la variable sum nous donne le nombre de ressources que
nous avons de´ja` utilise´s. Nous utilisons aussi une variable melCout qui nous donne le meilleur
couˆt obtenu e´tant donne´ une allocation. Le principe ci dessus est imple´mente´ dans l’algorithme
ParcoursdRSSP que nous pre´sentons ci dessous.
Algorithm 1 ParcoursdRSSP(S, index, sum, melCout, Sol)
1: if index = k then
2: Sk = m − sum {Pour le dernier algorithme, on donne le nombre de ressources qui
reste}
3: Cout = Cout Portfolio(S) {On calcule le couˆt du portfolio induit par l’allocation
S et on sauvegarde cela dans Cout}.
4: if Cout < melCout then
5: melCout = Cout
6: for j = 1 to k do




11: if sum < m then
12: for j = 0 to m− sum do
13: Sindex = j {Si toutes les ressources ne sont pas alloue´es (sum < m), on
teste toutes les allocations possibles pour l’algorithme index puis on passe
aux allocations possibles pour index+ 1}
14: ParcoursdRSSP(S, index+ 1, sum+ j, melCout, Sol)
15: end for
16: else { Toutes les ressources sont alloue´es, on avance index pour calculer le couˆt de
l’allocation}
17: for j = index to k − 1 do
18: Sj = 0
19: end for
20: ParcoursdRSSP(S, k, sum, melCout, Sol)
21: end if
22: end if
Dans ParcoursdRSSP, on proce`de re´cursivement pour parcourir toutes les allocations pos-
sibles de ressources. A la fin du parcours, la variable Sol contient l’allocation qui conduit
au plus petit temps d’exe´cution. L’algorithme doit eˆtre lance´ initialement avec les valeurs de
index, sum qui sont nulles et melCout = +∞.
On peut facilement e´tablir que ParcoursdRSSP, ne ge´ne`re que des allocations valides. Pour
un k fixe´, ParcoursdRSSP donne une solution en temps pseudo polynomial au l-dRSSP. Cette
solution toutefois sera couˆteuse en temps si k est tre`s grand. Dans la suite, nous allons nous
inte´resser a` la construction des heuristiques efficaces avec un compromis raisonnable entre le
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temps d’exe´cution et la qualite´ de la solution obtenue sur le l-dRSSP.
4.5 Heuristiques de re´solution du l-dRSSP
Dans cette partie, nous nous inte´ressons a` la construction d’heuristiques pour le l-dRSSP.
Nous ciblons en particulier les heuristiques garanties. Nous commenc¸ons par pre´senter un
re´sultat sur l’inapproximabilite´ ge´ne´rale du l-dRSSP. Nous de´finissons ensuite une borne infe´rieure
pour analyser les heuristiques sur le l-dRSSP puis nous proposons dans une version restreinte
du proble`me plusieurs heuristiques.
4.5.1 Inapproximabilite´ du l-dRSSP
Proposition 4.5.1. Le l-dRSSP ne peut pas eˆtre approxime´ en facteur constant et temps poly-
nomial si P 6= NP .
De´monstration. Ce re´sultat peut facilement eˆtre obtenu par gap reduction en exploitant la
preuve de NP comple´tude [Garey et al. 1979]. Dans cette re´duction, l’on substitue :
C(Ai, Ij,m) =
{
α > 0 si uj ∈ Fi
nmα + 1 sinon.




α > 0 si uj ∈ Fi
λ(nmα) + 1 sinon.
et T = nmα.
Si l’on obtient une solution au l-dRSSP de couˆt ≤ λT alors il est certain que le sous ensemble
d’algorithmes ayant au moins une ressource garantit que pour toute instance Ij,∃Ai|Si ≥
1 et C(Ai, Ij,m) = α. Une telle solution donne donc une couverture d’ensembles. o
Ce re´sultat montre que dans le cas ge´ne´ral, l’on ne peut pas approximer en facteur constant
le l-dRSSP. Toutefois, il faut noter qu’il est inspire´ de la preuve de NP comple´tude qui conside`re
en particulier le l-dRSSP quand on a plus d’algorithmes que de ressources. On peut donc espe´rer
que quand on a plus de ressources que d’algorithmes (k < m), il est possible de trouver un
algorithme d’approximation au l-dRSSP. En outre, cette hypothe`se est raisonnable en pratique.
Nous allons dans la suite conside´rer uniquement ce cas.
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4.5.2 Bornes infe´rieures
Afin de pouvoir approximer le l-dRSSP dans le cas restreint, nous allons utiliser une borne
infe´rieure sur le couˆt total que l’on peut espe´rer dans une solution. Une approche envisageable
pour une borne infe´rieure consiste a` prendre la solution optimale du RSSP dans le cas k < m.
Ce re´sultat peut facilement de´duit de la proprie´te´ 4.3.1. Le choix d’une telle borne peut aussi
eˆtre motive´ par la construction des algorithmes d’approximation pour les proble`mes NP com-
plet a` partir de la relaxation d’un programme line´aire en nombre entiers [Hochbaum 1997]. On
conside`re ici le RSSP comme e´tant la version relaxe´e du l-dRSSP.
Conside´rer le RSSP comme borne infe´rieure n’est toutefois pas ade´quat. En effet, il est diffi-
cile de re´soudre le RSSP par programmation line´aire car dans [Sayag et al. 2006], les auteurs
montrent que ce proble`me est NP complet. La meilleure solution connue pour le RSSP e´tant en
O(nk), on aurait un algorithme en temps pseudo polynomial au plus en arrondissant cette solu-
tion. On peut toujours penser construire une solution au l-dRSSP a` partir d’une approximation
du RSSP avec k < m. Dans ce dernier cas, nous avons le re´sultat suivant :
Proposition 4.5.2. Soit C1 le couˆt de traitement des instances avec le l-RSSP et C2 celui obtenu




+ o avec o≪ 1
De´monstration. Ce re´sultat est obtenu dans le cas ou` l’on a n instances avec n > k. Et les couˆts




ǫ si i = j et j < k ,
γ si i = 1 et j ≥ k
B sinon.
avec B qui est une tre`s grande valeur et ǫ ≪ γ ≪ nmγ ≪ B. En choisissant n et B suffi-
samment grand, l’on peut avoir une configuration ou` la solution donne´e par RSSP donne m− x
ressources a` A1 et partage les x < 1 ressources restantes aux k − 1 algorithmes restants. La
solution par contre du l-dRSSP donne au moins une ressource a` tout le monde car la valeur de
B est tre`s grande et m − k − 1 ressources a` A1. Avec ces donne´es, le couˆt total donne´ par la
solution du l-dRSSP est C1 = ((n−k+1)γ mm−k−1 +m(k−1)ǫ. Le couˆt du RSSP en ne´gligeant












En prenant m = k, ce re´sultat sugge`re qu’a` partir d’une α approximation au RSSP, il sera
difficile de construire une approximation meilleure que kα du l-dRSSP en prenant comme borne
infe´rieure la solution optimale au RSSP. Dans la suite, nous allons utiliser une borne infe´rieure
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plus simple a` manipuler et qui nous permet d’avoir des approximations tout aussi bonnes qu’en
se basant sur le RSSP.
En supposant que pmax est le plus grand nombre de processeurs affecte´ a` un algorithme







L’ide´e dans cette borne infe´rieure est d’approcher le temps de re´solution de chaque instance par
le plus petit temps possible que l’on peut obtenir dans la solution optimale. On peut facilement
e´liminer pmax dans cette formule car pmax ≤ m. Nous allons toutefois garder cela pour donner
une ide´e plus pre´cise des approximations que nous obtiendrons.
La borne Lb est facilement atteignable dans l’exemple suivant :
Exemple 4.5.1. On conside`re une instance l-dRSSP contenant k instances I1, . . . , Ik dans la-
quelle on a les couˆts de re´solution :
C(Ai, Ij,m) =
{
ǫ si j = i
B sinon.
B ici est tel que mkǫ < B.
Avec les donne´es de l’exemple 4.5.1, il faut donner une ressource a` tous les algorithmes
dans la solution optimale ce qui correspond a` la borne infe´rieure.
Dans la suite, nous verrons comment construire des algorithmes d’approximation avec Lb
comme borne infe´rieure. Nous adopterons les notations suivantes :
– Pour chaque instance Ij , C∗(Ij) = min
i
{C(Ai, Ij,m)}.
– A∗ = {Ai ∈ A ssi ∃j |C∗(Ij) = min
i
{C(Ai, Ij,m)}.
4.5.3 Algorithmes par classification-optimisation
Une des difficulte´s dans la re´solution du l-dRSSP vient du fait que l’on ne connaıˆt pas dans
la solution optimale e´tant donne´e une instance quelconque, l’algorithme candidat qui sur celui
ci aura le plus petit couˆt de re´solution. Si l’on connaissait cela pour toute instance, il serait
beaucoup plus simple de trouver la re´partition des ressources a` ope´rer. Suivant cette logique
la re´solution du l-dRSSP peut eˆtre aborde´e par une approche dite de classification-optimisation
qui proce`de en parcourant des affectations possibles d’instances aux algorithmes pour lesquelles
ont de´termine ensuite la re´partition des ressources correspondantes. Plusieurs approches ont e´te´
propose´s suivant cette logique.
Dans [Sayag et al. 2006], une solution exacte base´e sur le parcours de toutes les affectations
instances-algorithmes possibles a e´te´ propose´e pour le RSSP . Cette solution est ne´anmoins
exponentielle. Une autre solution cette fois heuristique que l’on pourrait appliquer dans notre
70 CHAPITRE 4. APPROCHE DE S ´ELECTION STATIQUE DES PORTFOLIO D’ALGORITHMES
cas a e´te´ propose´e dans [Petrik and Zilberstein 2006]. Cette solution est base´e sur un mode`le
pre´dicteur-correcteur pour parcourir les diffe´rentes allocations possibles. Initialement, on conside`re
une affectation d’instances aux algorithmes. Celle-ci est cense´e indiquer pour chaque instance
quel est l’algorithme qui le re´sout en le plus petit temps d’exe´cution. Suivant cette affectation,
on de´duit la re´partition des ressources permettant de minimiser le temps d’exe´cution total des
instances. On obtient alors une re´partition des ressources. Dans celle-ci, on ve´rifie si le plus petit
temps de re´solution des instances est donne´e suit la pre´diction que l’on s’est faite initialement.
Si tel n’est pas le cas, on reconside`re la nouvelle pre´diction des instances et on ite`re a` nouveau.
Sinon on s’arreˆte. En fonction de l’affectation initiale que l’on a faite, ce proce´de´ peut ou pas
converger. Ne´anmoins, meˆme lorsqu’il converge, il n’est pas certain que l’on ne tombera pas
sur un minimum local.
Les approches par classification-optimisation sont limite´es par le nombre d’affectations
instances-algorithmes que l’on peut avoir (≤ kn). Face a` cette difficulte´ on pourrait juste se
re´duire a` une liste d’affectations que l’on jugerait pertinente. En particulier, l’affectation qui
donne a` tout algorithme les instances sur lesquelles il est le meilleur est inte´ressante. Ceci nous
permet de de´finir l’algorithme de l’allocation proportionnelle qui proce`de comme suit :
PA (Proportional Allocation)
1. ´Etant donne´ un benchmark d’instances I et un ensemble d’algorithmes A, on de´termine
pour chaque algorithme Ai le sous ensemble σi ⊆ I des instances sur lesquelles Ai a le
plus petit temps de re´solution.
2. On construit le sous ensemble d’algorithmes A∗ ⊆ A tel que Ai ∈ A∗ si σi 6= ∅
3. A chaque algorithme candidat Ai ∈ A∗, on affecte Si = ⌊ m.wiPk
i=1 wi
⌋ ressources ou` wi =∑
Ij∈σi
C(Ai, Ij,m)
4. On partage e´quitablement les m −∑ki=1⌊ m.wiPk
i=1 wi
⌋ ressources restantes aux algorithmes
A∗ en donnant la priorite´ a` ceux ayant de´ja` le moins de ressources affecte´es.
On peut facilement e´tablir que cet algorithme est en O(nk). L’allocation proportionnelle
attribue les ressources aux algorithmes proportionnellement au temps d’exe´cution des instances
sur lesquels ceux ci sont les meilleurs. Dans le pire des cas, on peut facilement e´tablir qu’elle
va produire une solution m-approche´e de la solution optimale. Cette situation est observable
lorsque dans l’allocation proportionnelle on a un algorithme Ai ayant un poids wi tre`s faible
en comparaison de celui des autres (de sorte que dans PA on ne lui affecte qu’une ressource)
mais qui dans la solution optimale a toutes les ressources. Ceci arrive en particulier si le temps
d’exe´cution du dit algorithme sur chaque instance est a` chaque fois le´ge`rement supe´rieur au
temps d’exe´cution du meilleur algorithme. Ce re´sultat re´ve`le une faiblesse de l’allocation pro-
portionnelle. Celle-ci est d’autant plus importante que l’on peut e´tablir que n’importe quelle
allocation d’au moins une ressources aux algorithmesA∗ donne une solution m-approche´e pour
l-dRSSP. Dans la suite, nous allons conside´rer une autre forme d’allocation de ressources aux
algorithmes.
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4.5.4 Algorithmes de l’allocation moyenne
La non connaissance de la bonne affectation instances-algorithmes rend difficile la construc-
tion d’une solution efficace pour l-dRSSP. ´Etant donne´e une re´partition des ressources quel-
conque, on peut toutefois faire l’observation suivante :





est le plus petit nombre de ressources alloue´ a` un algorithme Ai ∈ A∗ dans la solution de couˆt
C.






















Ce re´sultat nous indique donc que le plus petit nombre de ressources alloue´s aux algo-
rithmes dans A∗ est de´terminant pour avoir une bonne approximation au l-dRSSP avec la borne
infe´rieure Lb. Ceci nous ame`ne a` proposer une strate´gie dans laquelle les diffe´rents algorithmes
ont pratiquement le meˆme nombre de ressources. Cela est fait dans l’algorithme de l’allocation
moyenne dit Mean Allocation (MA). Nous supposons ici que u = |A∗| et A1, . . . , Au ∈ A∗
Algorithm 2 MA(S)
1: q = m div k
2: r = m− k ∗ q
3: for i = 1 to u do
4: Si = q
5: end for
6: for i = 1 to r do
7: Si = Si + 1
8: end for
Proposition 4.5.3. MA est une (2u− 1).pmax
m
approximation pour l-dRSSP en O(k)
De´monstration. Nous allouons dans MA au moins q, (m = qu + r) ressources a` chaque algo-
rithme (et donc aussi a` celui qui re´sout I sur toutes les ressources avec le couˆt C∗(I)). Aussi,
dans MA chaque instance I est re´solue en un temps de C(I) ≤ m
q
C∗(I) ≤ (u + r
q
)C∗(I).
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Ce re´sultat montre que la qualite´ de MA de´pend de la cardinalite´ de A∗.
L’allocation moyenne est une solution garantie pour re´soudre l-dRSSP. La cardinalite´ du
nombre d’algorithmes a` qui l’on affecte des ressources (A∗) de´termine sa qualite´. Lorsque dans
le jeu d’instances, on a plusieurs algorithmes candidats ayant une instance sur laquelle, ils ont
le plus petit temps de re´solution, l’allocation moyenne peut se re´ve´ler couˆteuse inutilement. En
particulier, conside´rons l’exemple qui suit :
Exemple 4.5.2. Nous avons trois algorithmes candidats a` de´ployer sur 6 ressources. La matrice
des couˆts de re´solution de ces algorithmes est donne´e ci dessous :
C(.) I1 I2 I3
A1 100 100 4
A2 2 3 100
A3 4 1 100
TAB. 4.2 – Couˆt d’exe´cution
En appliquant le proce´de´ de se´lection de l’allocation moyenne ici, on est oblige´ d’affecter
deux ressources a` tous les algorithmes. Ceci nous conduit a` un couˆt total de re´solution des ins-
tances de 21. Ne´anmoins, si l’on avait se´lectionne´ uniquement deux algorithmes (par exemple
A1 et A2), on aurait eu un couˆt total de 18. Cet exemple nous ame`ne a` modifier le proce´de´ de
se´lection dans l’allocation moyenne pour prendre en compte de telles situations. Ceci est d’au-
tant plus important que le nombre important d’algorithmes candidats devait plutoˆt contribuer a`
ame´liorer la qualite´ du portfolio d’algorithmes.
4.5.5 Re´duction du nombre d’algorithmes dans l’allocation moyenne
Dans l’algorithme MA, nous avons se´lectionne´ un sous ensemble d’algorithmes auxquels
nous affectons des ressources. Avec cette se´lection, nous e´liminons des affections de ressources
qu’il est difficile de prendre en compte dans la borne supe´rieure de MA. La se´lection des al-
gorithmes auxquels l’on affecte des ressources peut eˆtre ge´ne´ralise´e en fixant un seuil ∆ et en
rede´finissant A∗ comme e´tant le plus petit sous ensemble d’algorithmes A∆ ⊆ A∗ tel que si un
algorithme Ai ∈ A∆ alors il existe une instance Ij tel que C(Ai, Ij,m) = C∗(Ij) + ∆. Une
approche similaire pour la re´duction du nombre d’algorithmes dans l’allocation moyenne a e´te´
publie´e dans [Ngoko and Trystram 2009b]. Nous avons le re´sultat suivant sur la de´termination
de l’ensemble A∆ :
Proposition 4.5.4. Le proble`me de trouver le plus petit sous ensemble A∆ est e´quivalent au
proble`me de calcul de la plus petite couverture d’ensembles
De´monstration. On conside`re la formulation suivante pour le proble`me de calcul de la plus
petite couverture d’ensembles : ´Etant donne´s les ensembles finis U = {u1, . . . , un} et F ou`
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F = {F1, . . . , Fk} et
⋃k




|F c| est minimal. Dans le proble`me de calcul du plus petit sous ensembleA∆, il suffit de prendre
I = U , chaque algorithme Ai comme un ensemble Fi tel que Ij ∈ Fi si Ai peut re´soudre Ij en
un temps au plus e´gal a` C∗(Ij) + ∆. o
Corollaire 4.5.1. On peut calculer en temps polynomial une 0.72.ln(n) approximation A∆ du
sous ensemble optimal.
Ce re´sultat est e´vident en utilisant l’algorithme glouton du proble`me de calcul de la plus
petite couverture d’ensembles [Feige 1998].
En utilisant le sous ensemble A∆, nous pouvons lui partager les ressources comme dans l’algo-
rithme MA. Nous obtenons alors l’algorithme MA(∆). L’inte´reˆt dans cet algorithme est que si
la valeur de ∆ est bien choisie, la cardinalite´ de A∆ peut eˆtre plus petite que celle de A∗.
Proposition 4.5.5. Soit u∆ = A∆, MA(∆) est une (2u∆− 1).pmaxm (1+nǫ) approximation pour
l-dRSSP en temps polynomial avec ǫ = ∆
Lb
.
De´monstration. La preuve est similaire a` celle de MA. Pour chaque instance Ij e´tant donne´
que chaque algorithme dans A∆ a au moins q ressources (m = qu∆ + r) alors on a C(Ij) ≤
(2u∆ − 1)(C∗(Ij) + ∆). Aussi,∑n
j=1 C(Ij)
Lb








≤ (2u∆ − 1).pmaxm (1 + nǫ)
o
Ce re´sultat montre que si u∆ < u, MA(∆) peut avoir une meilleure approximation que MA.
Nous avons propose´ un ensemble d’algorithmes qui permettent de re´duire la taille du sous
ensemble sur lequel on partage des ressources dans l’algorithme MA. Dans ces algorithmes
un seuil ∆ doit eˆtre donne´ en entre´e pour de´finir la se´lection des algorithmes. La difficulte´ de
cette approche consiste a` choisir judicieusement la valeur de ∆ de sorte a` garantir une qualite´
de solution au moins aussi bonne que celle de MA. Le re´sultat suivant donne une borne sur le
choix optimal de cette valeur.
Proposition 4.5.6. La valeur de ∆ conduisant au plus petit couˆt d’exe´cution en moyenne dans
MA(∆) peut eˆtre choisie en parcourant O(nk) valeurs.
De´monstration. Pour choisir ∆, nous remarquons qu’il est inutile d’avoir une valeur ∆ telle
qu’aucun des couˆts C∗(Ij)+∆ pour chaque Ij ne corresponde a` un couˆt C(Ai, Ij,m) pour tous
les Ai. En effet, pour le proble`me de couverture d’ensemble, si Fi est l’ensemble correspondant
a` Ai, une instance Ij appartient a` Fi si C(Ai, Ij,m) ≤ C∗(Ij) + ∆. Conside´rons une valeur
∆1 tel qu’aucun couˆt C∗(Ij) + ∆ pour chaque Ij ne corresponde a` une valeur C(Ai, Ij) pour
tout Ai. Conside´rons aussi la plus grande valeur ∆2 < ∆1 telle qu’il y a une instance Ij et un




































∆ ∈ [1, 4[
F1 F2 F3 F4
FIG. 4.3 – Illustration du choix de ∆. Avec la matrice de couˆts, on note qu’en prenant toute
valeur ∆ dans [1, 4[, on a le meˆme re´sultat qu’en prenant ∆ = 1.
algorithme Ai avec C(Ai, Ij) = C∗(Ij)+∆2. Le proble`me de couverture d’ensembles avec ∆2
est le meˆme qu’avec ∆1 e´tant donne´ que les ensembles Fi avec ∆2 sont les meˆme qu’avec ∆1.
Cette observation nous ame`ne a` ne conside´rer que les valeurs ∆ qui correspondent a` une
diffe´rence C(Ai, Ij,m) − C∗(Ij) pour chaque Ij et Ai. Le nombre de telles valeurs est e´gal a`
nk. Aussi, pour trouver la bonne valeur de ∆, on peut proce´der en calculant pour les nk valeurs
de ∆ le temps du MA(∆) correspondant et en se´lectionnant celui qui conduit au plus petit temps
de re´solution. o
La valeur optimale de ∆ peut eˆtre choisie en temps polynomial. En outre, on peut facilement
ve´rifier que l’algorithme MA(∆) avec cette valeur aura un couˆt total de re´solution au plus e´gal
a` celui de MA.
Jusqu’a` pre´sent nous nous sommes borne´s a` se´lectionner des algorithmes dans le seul but de
re´duire la taille du sous ensemble d’algorithmes sur lequel nous partageons les ressources.
Ide´alement, il faudrait aussi que ce sous ensemble permette de re´soudre plus vite les instances.
Nous allons voir cela dans la suite.
Afin de tenir compte du couˆt de re´solution des instances, nous proposons de modifier MA(∆)




Avec cette de´finition, chaque algorithme a comme poids le temps de re´solution des instances
qu’il peut re´soudre a` une distance ∆ du couˆt de re´solution optimal.
Nous rede´finissons A∗ comme e´tant le sous ensemble d’algorithmes de poids minimal Aw∆ ⊆
A∗ tel que si un algorithme Ai ∈ Aw∆ alors il existe une instance Ij tel que C(Ai, Ij,m) =
C∗(Ij) + ∆. Sur le sous ensemble d’algorithmes Aw∆, nous partageons alors les ressources
en proce´dant comme dans MA. Nous obtenons ainsi un nouvel algorithme que nous notons
MAw(∆). Les poids dans MAw(∆) sont de´finis de sorte a` capturer la contribution de l’algo-
rithme s’il est se´lectionne´ dans le sous ensemble d’algorithmes Aw∆. Cette borne n’est certai-
nement pas pre´cise mais nous permet au moins dans la se´lection de marquer une pre´fe´rence
pour des algorithmes a priori moins couˆteux.
On peut aise´ment e´tablir que la se´lection du sous ensemble d’algorithmes dans MAw(∆) corres-
pond au proble`me de couverture d’ensembles avec des ponde´rations. Ce proble`me par ailleurs
comme sa version non ponde´re´ peut eˆtre approxime´ en temps polynomial. Enfin on peut noter
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qu’avec MAw(∆), on garde la meˆme garantie d’approximation qu’avec MA(∆).
Les techniques de re´duction d’algorithmes que nous avons propose´es ci dessus peuvent
aussi eˆtre e´tendues pour de´finir diffe´rents algorithmes d’allocation proportionnelle. Pour cela,
il suffit de remplacer dans MA(∆) et MAw(∆) le partage e´quitable de ressources par le partage
proportionnel des ressources.
Nous avons propose´ des heuristiques et un algorithme exact pour re´soudre le l-dRSSP. Pour
les heuristiques propose´es, on a suppose´ que l’on a plus de ressources que d’algorithmes candi-
dats. L’algorithme exact a une complexite´ exponentielle en le nombre d’algorithmes candidats
disponibles. La section suivante est consacre´e a` l’e´valuation expe´rimentale de ces algorithmes.
4.6 Expe´rimentations sur SAT
Nous appliquons nos diffe´rents algorithmes dans cette partie a` la re´solution du proble`me de
satisfiabilite´ (SAT). ´Etant donne´ une formule en logique propositionnelle donne´e comme une
conjonction de clauses, le proble`me SAT consiste a` dire si oui ou non celle ci est satisfiable pour
au moins une interpre´tation des variables.
Pour nos expe´rimentations sur ce proble`me, nous utilisons une base de donne´es SAT (Sa-
tEx 2) contenant 23 solveurs SAT (algorithmes candidats) et un benchmark de 1303 instances
du proble`me SAT. Pour chaque couple (algorithme, instance), cette base de donne´es donne par
ailleurs le temps d’exe´cution de l’instance sur l’algorithme en conside´rant une exe´cution sur
une machine.
4.6.1 Les instances
Les 1303 instances de la base SatEx sont issus de plusieurs domaines d’application du
proble`me SAT. Quelques uns de ces domaines sont : La logistique, la ve´rification formelle de
microprocesseurs, l’ordonnancement. Ces instances sont aussi issues de plusieurs benchmarks
pour SAT que l’on peut retrouver dans la compe´tition annuelle SAT la plus populaire 3
4.6.2 Algorithmes
Les solveurs SAT contenus dans la base SatEx sont issus de trois familles principales
[Simon and Chatalic 2001]. Ce sont :
– La famille des algorithmes DLL : asat, csat, eqsatz, nsat, sat − grasp, posit, relsat,
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– La famille des algorithmes DP : calcres, dr, zres,
– La famille des algorithmes DLL randomise´s : ntab, ntab− back, ntab− back2, relsat−
200
– Autres familles : heerhugo, modoc, modoc− 2.0
Nous renvoyons le lecteur a` [Chatalic and Simon 2000] pour une connaissance approfondie de
la typologie des algorithmes re´solvant le proble`me SAT.
4.6.3 Plan d’expe´rimentation
Nous avons effectue´ 3 se´ries d’expe´rimentations.
1. L’objectif de la premie`re se´rie est de comparer le meilleur portfolio d’algorithmes avec
le meilleur algorithme. Pour cela, nous avons se´lectionne´ diffe´rents sous ensembles de
2, 3, 4, 5, 6 algorithmes candidats sur lesquels nous avons de´termine´ le meilleur portfo-
lio. Nous avons ensuite e´value´ le ratio entre le couˆt produit par ce portfolio dans chaque
cas et le meilleur algorithme candidat. Pour chaque nombre d’algorithmes 2, 3..., 30 ti-
rages ale´atoires ont e´te´ effectue´. Dans les tests nous avons conside´re´ 10, 15, 20, 25 et 30
ressources a` partager.
2. L’objectif de la seconde se´rie d’expe´rimentations est de comparer la qualite´ de solution
et du temps d’exe´cution de nos diffe´rentes algorithmes approche´s. Nous avons conside´re´
ici 100 ressources a` partager et nous effectue´ 30 tirages de 5, 10, 15, 23 algorithmes can-
didats.
3. Dans la dernie`re se´rie, nous avons compare´ nos algorithmes approche´s avec la solution
exacte. Nous avons conside´re´ ici 30 tirages de 2, 3, 4, 5, 6 algorithmes candidats avec 30
ressources a` partager.
La base de donne´es SatEx donne pour chaque algorithme candidat un couˆt d’exe´cution mesure´
sur une machine. Nous avons suppose´ dans nos expe´rimentations que ce couˆt e´tait chaque fois
celui de l’algorithme candidat sur l’ensemble des ressources. Aussi, si Cs(Ai, Ij) est le couˆt
de l’algorithme Ai sur l’instance Ij dans SatEx, nous avons pose´ C(Ai, Ij,m) = Cs(Ai, Ij)
lorsque nous effectuions des expe´rimentations sur m ressources. Par hypothe`se de line´arite´, les
autres couˆts ont e´te´ de´duit. Tous les jeux de donne´es et les algorithmes que nous avons utilise´s
sont disponibles a` l’adresse http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/.
4.6.4 Re´sultats
4.6.4.1 Premie`re se´rie d’expe´rimentations
La figure 4.4 pre´sente le rapport entre le couˆt d’exe´cution du portfolio optimal et du meilleur
algorithme candidat. Ce rapport est toujours infe´rieur a` 1. Ceci est fort logique dans la me-
sure ou` l’affectation de toutes les ressources a` un algorithme de´fini un portfolio qui n’est pas
ne´cessairement optimal. Le fait toutefois que ce rapport soit dans la plupart des cas plus petit
que 1 re´ve`le l’inte´reˆt de construire un portfolio d’algorithmes sur ce jeu de donne´es.

























FIG. 4.4 – Comparaison du portfolio optimal avec avec l’algorithme candidat optimal.
4.6.4.2 Seconde se´rie d’expe´rimentations
La figure 4.5 pre´sente une comparaison des couˆts des algorithmes issus de l’allocation
moyenne et ceux issus de l’allocation proportionnelle. On a ici applique´ les techniques de
se´lection du plus petit sous ensemble couvrant d’algorithmes a` l’allocation proportionnelle.
On peut noter sur cette figure que le couˆt de l’allocation moyenne (MA) croıˆt en fonction du
nombre d’algorithmes. Ceci est duˆ au fait que l’augmentation du nombre d’algorithmes pour
l’allocation moyenne implique ne´cessairement un plus grand partage des ressources. Si les al-
gorithmes ajoute´s ne sont pas extreˆmement performants sur un nombre important d’instances
alors la qualite´ de l’allocation moyenne est globalement de´te´riore´e. Ce re´sultat n’est pas satis-
faisant car la qualite´ des re´sultats dans un portfolio d’algorithmes devrait pouvoir eˆtre ame´liore´e
par la connaissance d’un grand nombre d’algorithmes. Pour l’allocation proportionnelle (PA)
la croissance des couˆts d’exe´cution en fonction du nombre d’algorithmes n’est pas toujours
observe´e car ce dernier prend en compte la possibilite´ d’avoir des algorithmes candidats do-
minants (ce qui a e´te´ le cas sur plusieurs jeu d’instances). En employant la se´lection du plus
petit sous ensemble couvrant d’algorithmes, on observe globalement sur l’allocation moyenne
et proportionnelle une de´croissance des couˆts d’exe´cution. Ce re´sultat est satisfaisant et peut
s’expliquer par le fait que la strate´gie de se´lection employe´e dans ce dernier cas fait en sorte
que l’augmentation du nombre d’algorithmes accroıˆt les possibilite´s d’avoir un ensemble cou-
vrant d’instances qui soit re´duit et moins couˆteux en temps.
La figure 4.5 montre aussi que les algorithmes approche´s issus de l’allocation moyenne sont



























FIG. 4.5 – Couˆt d’exe´cution des algorithmes de l’allocation moyenne et proportionnelle sur 100
ressources.
en ge´ne´ral moins bon que ceux issus de l’allocation proportionnelle. Nous pensons que ceci est
lie´ au fait que l’allocation proportionnelle prend en compte la possibilite´ d’avoir des algorithmes
qui dominent d’autres.
Dans la seconde se´rie d’expe´rimentations, nous avons aussi mesure les temps d’exe´cutions
de nos diffe´rents algorithmes approche´s. Ces temps ont e´te´ mesure´ sur un processeur Dual CPU
E2160 @ 1.80GHz et sont pre´sente´s sur la figure 4.6.
On peut noter qu’en dehors des algorithmes approche´s MA et PA, le temps d’exe´cution croıˆt
sensiblement pour tous les autres avec l’augmentation du nombre d’algorithmes candidats. Ceci
confirme l’analyse the´orique de la complexite´ des diffe´rents algorithmes.
4.6.4.3 Troisie`me se´rie d’expe´rimentations
La figure 4.7 pre´sente les ratio entre les couˆts d’exe´cutions de nos algorithmes et la solution
optimale.
Ce re´sultat montre que la qualite´ de MA est moins bonne quand on a plusieurs algorithmes.
On observe aussi qu’en employant la technique de se´lection des sous ensembles couvrant d’al-
gorithmes, on reste pre`s de la solution optimale. Par exemple sur 6 algorithmes candidats,
lorsque l’allocation moyenne est a` 4.04 de la solution optimale, MA(∆) est a` 1.52 et PA(∆)
a` 1.27. On peut aussi noter que la strate´gie de se´lection avec ponde´ration s’ave`re plus efficace



























































FIG. 4.7 – Ratio entre les couˆts d’exe´cution et la solution optimale sur 30 ressources
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que celle sans ponde´ration. Enfin, la tendance pre´ce´demment observe´e sur la bonne qualite´ des
algorithmes issus de l’allocation proportionnelle en comparaison de ceux issus de l’allocation
moyenne est confirme´e.
Dans le cadre de cette se´rie, nous avons aussi compare´ les temps d’exe´cutions entre al-
gorithmes. Ces temps ont e´te´ mesure sur un processeur Dual CPU E2160 @ 1.80GHz. Les

























FIG. 4.8 – Temps d’exe´cution des algorithmes approche´s et exacts sur 30 ressources
Ce re´sultat montre a` nouveau que le temps d’exe´cution de la plupart des algorithmes croıˆt en
fonction de l’augmentation du nombre d’algorithmes candidats. On peut toutefois noter que l’al-
gorithme exact est meilleur que les algorithmes approche´s (MA(∆), PA(∆), MA(w∆), PA(w∆)
) lorsque le nombre d’algorithmes n’exce`de pas 4. A partir de 5 algorithmes candidats, le temps
de l’algorithme exact de´passe celui des autres et a une croissance exponentielle. Ce phe´nome`ne
est souvent courant sur les proble`mes NP-Complet.
4.7 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons montre´ comment on peut combiner statiquement des algo-
rithmes a` travers l-dRSSP. Dans cette approche, la meˆme combinaison d’algorithmes est uti-
lise´e pour re´soudre toutes les instances d’un proble`me car on extraie aucune information de
l’instance en cours de re´solution. Nous avons e´value´ la complexite´ du l-dRSSP et propose´ des
algorithmes exact et approche´s pour le re´soudre. A travers les expe´rimentations nous avons
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e´value´ les solutions propose´es. Nous avons valide´ ici l’ide´e selon laquelle l’utilisation de plu-
sieurs algorithmes re´solvant le meˆme proble`me dans le cadre d’un portfolio peut re´duire les
couˆts d’exe´cution et cela malgre´ la redondance des calculs inhe´rente au portfolio. Nous avons
observe´ que la se´lection d’un sous ensemble couvrant d’algorithmes permet dans la plupart des
cas d’ame´liorer l’allocation moyenne et l’allocation proportionnelle. Par ailleurs meˆme si sa ga-
rantie the´orique est faible, l’allocation proportionnelle a l’avantage de s’adapter plus facilement
a` la pre´sence d’algorithmes dominants dans le portfolio.
Nous envisageons les perspectives suivantes a` l’issue de ce travail :
1. L’extension du l-dRSSP pour la prise en compte de la qualite´ des re´sultats produits par les
algorithmes que l’on combine. Cette perspective est motive´e par le fait que sur plusieurs
proble`mes d’optimisation, il existe des heuristiques conc¸ues qui donnent diffe´rentes qua-
lite´s de re´sultats en fonction du temps d’exe´cution. Dans ce cas, il est important de prendre
en compte la qualite´ de la solution produite par la combinaison dans la minimisation du
temps d’exe´cution. Quelques approches pour s’attaquer a` ce proble`me ont e´te´ propose´es
dans [Petrik and Zilberstein 2006, Fukunaga 1999, Wu and Beek 2007]. Toutefois, les al-
gorithmes qui y sont propose´s se re´ve`lent tre`s heuristiques (garanties difficiles a` obtenir)
et exigeant en temps.
2. L’ame´lioration de la fonction de couˆt dans le TSSP. Nous ciblons ici la prise en compte
du temps de sauvegarde et de changement de contexte dans le proble`me du partage de
temps. Une approche pour cela consiste a` fixer des points de reprise par algorithmes et
de sauvegarde dans les algorithmes a` partir desquels on peut facilement borner le surcouˆt
lie´ a` l’interruption de l’algorithme. Par exemple, il est plus facile de mesurer le couˆt des
interruptions d’un algorithme qui n’est interrompu qu’en fin d’une boucle que celui d’un
algorithme qui le serait en milieu d’une boucle. Cette fixation implique ensuite que les
algorithmes ne seront pas ne´cessairement interruptibles a` toute unite´ de temps.
3. L’extension de notre e´tude au contexte he´te´roge`ne. Ceci est en particulier motive´e par
de´veloppement massif des environnements he´te´roge`ne ces dernie`res anne´es. Dans de tel
environnements la variabilite´ des performances algorithmiques est souvent fre´quente du
fait des diverses configurations mate´rielles sur lesquels les algorithmes sont exe´cute´s.
Il est donc inte´ressant dans de tel contexte d’avoir des me´canismes efficaces de choix
d’algorithmes.
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Chapitre 5
Partage de ressources discret avec
participation de tous les algorithmes
Re´sume´ : Dans ce chapitre nous e´tudions le proble`me de partage de ressources en suppo-
sant que tous les algorithmes doivent avoir au moins une ressource. Nous analysons la com-
plexite´ de ce proble`me et nous montrons comment adapter les algorithmes propose´s au chapitre
pre´ce´dent dans ce contexte. Nous proposons aussi une famille d’algorithmes pour approximer
ce proble`me qui proce`de par combinaison des solutions partielles exactes et approche´es.
5.1 Introduction
Nous avons introduit au chapitre pre´ce´dent le proble`me de partage de ressources (dRSSP).
dRSSP permet de mode´liser statiquement le choix de la meilleure combinaison algorithmique
dans un contexte paralle`le et homoge`ne. ´Etant donne´ un proble`me cible P , un ensemble fini
d’instances I de ce dernier et un ensemble d’algorithmes candidatsA le re´solvant, l’on suppose
ici que l’on a une connaissance du proble`me et des algorithmes a` travers les couˆts d’exe´cution de
I sur A. On cherche alors a` adapter la re´partition des ressources aux algorithmes en se plac¸ant
dans un contexte ou` l’on suppose que les instances du proble`me ont un comportement similaire
a` celui d’une instance dans I. Cette mode´lisation a un inte´reˆt si l’ensemble I est repre´sentative
du proble`me cible.
dRSSP a e´te´ prouve´ comme appartenant a` la classe NP-complet. Nous avons vu au chapitre
4 qu’on peut le re´soudre en utilisant un algorithme exact polynomial pour un nombre d’algo-
rithmes fixe´ ou en employant des algorithmes approche´s.
L’ide´e de la repre´sentativite´ de l’ensemble I peut sugge´rer une condition portant sur la
re´partition des ressources dans toute solution au dRSSP. En effet, dRSSP est globalement motive´
par le fait que pour un meˆme proble`me cible, on peut trouver des algorithmes diffe´rents donnant
diffe´rents temps d’exe´cution sur ses instances. Aussi, une condition pour la repre´sentativite´
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de l’ensemble I impose qu’il comporte des instances montrant les avantages dans le temps
d’exe´cution de chaque algorithme. A partir de la`, l’on peut envisager que le meilleur partage
de ressources construit a` partir de I va inclure tous les algorithmes de A dans la re´partition
des ressources. En outre, nous avons propose´ dans le chapitre 4 des techniques de se´lection
d’algorithmes qui permettaient de re´duire le sous ensemble d’algorithmes que l’on a dans un
proble`me de partage de ressources. De`s lors, la re´solution du dRSSP peut eˆtre pense´e en deux
phases que sont : une phase de se´lection des algorithmes suivie d’une phase de partage de
ressources dans laquelle on affecte au moins une ressource a` chaque algorithme. Enfin, nous
pre´sentons a` la figure 5.1 une comparaison de la solution exacte dans laquelle on fait participer
tous les algorithmes et le meilleur algorithme pris se´pare´ment. Dans cette figure pour chaque
nombre d’algorithmes et de ressources, nous avons effectue´ 30 tirages d’algorithmes. Nous




























FIG. 5.1 – Comparaison de l’approche dans laquelle tous les algorithmes participent avec l’al-
gorithme optimal.
On peut noter sur ce sche´ma que dans la plupart des cas, le portfolio optimal avec participa-
tion de tous les algorithmes offre un meilleur couˆt moyen d’exe´cution. Il existe certes des tirages
sur lesquelles, ce constat n’est pas vrai 1. En particulier ce phe´nome`ne apparaıˆt quand le nombre
d’algorithmes. Dans ces cas en effet, le fait de donner au moins une ressource a` tout algorithme
peut eˆtre pe´nalisant. Toutefois, si le nombre de ressources est important, ce phe´nome`ne n’est
plus visible. Ensuite, on peut comple`tement e´liminer le phe´nome`ne en prenant comme portfo-
lio optimal, la meilleure solution obtenue en conside´rant le meilleur algorithme et le portfolio
1Les tirages de 6 algorithmes avec 15 ressources et les tirages de 6 algorithmes avec 10 ressources
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optimal dans lequel chaque algorithme participe une fois. On peut noter qu’ainsi, la complexite´
du calcul du portfolio optimal garde le meˆme ordre de grandeur.
Nous conside´rons dans ce chapitre le r-dRSSP, version re´duite du dRSSP dans laquelle toute
solution ne´cessite une affectation d’au moins une ressource a` chaque algorithme candidat. On
est ici dans une vision du proble`me de partage de ressources dans laquelle le partage optimal
affecte toujours au moins une ressource a` chaque algorithme. L’inte´reˆt d’une telle hypothe`se
est difficile a` prouver e´tant donne´ un proble`me de partage de ressources. Toutefois elle per-
met de simplifier a priori le proble`me de partage de ressources. En effet, nous avons e´tabli la
difficulte´ du dRSSP a` partir des re´ductions au proble`me de couverture d’ensembles qui toutes
impliquaient qu’une solution a` ce dernier proble`me ne´cessite que l’on choisisse dans dRSSP le
sous ensemble d’algorithmes auquel des ressources ne doivent pas eˆtre affecte´es.
Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur l’e´tude du r-dRSSP. Nous analysons sa com-
plexite´ et nous proposons des algorithmes pour le re´soudre. Les re´sultats que nous pre´sentons ici
ont e´te´ publie´ dans [Bougeret et al. 2009a] puis une version augmente´e dans [Bougeret et al. 2009b].
La suite du chapitre est organise´e comme suit : Dans la Section 5.2, nous introduisons le r-
dRSSP et nous analysons sa complexite´ ainsi que son approximabilite´ vis a` vis du dRSSP. Dans
la Section 5.3 nous revisitons les algorithmes base´s sur l’allocation moyenne propose´s dans le
chapitre pre´ce´dent. Dans la Section 5.4 nous introduisons une famille d’algorithmes base´s sur
la connaissance d’une solution partielle exacte du r-dRSSP. La section 5.5 pre´sente les re´sultats
expe´rimentaux obtenus par nos diffe´rents algorithmes et nous concluons a` la Section 5.6.
5.2 Le proble`me de partage des ressources avec participation
de tous les algorithmes
5.2.1 De´finition
Nous nous plac¸ons dans un contexte ou` pour un proble`me a` re´soudre, nous disposons d’une
liste finie d’algorithmes candidats A ainsi qu’un benchmark I d’instances repre´sentatives du
proble`me. Le proble`me de partage des ressources avec participation de tous les algorithmes
peut eˆtre formule´ ainsi :
restricted discrete Resource Sharing Scheduling Problem (r-dRSSP)
Instance : Un ensemble fini d’instances I = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, un ensemble de m ressources identiques, des couˆts C(Ai, Ij, p) ∈ R+ pour
chaque Ij ∈ I, Ai ∈ A et p ∈ {1, . . . ,m}, une valeur re´elle T ∈ R+.







{C(Ai, Ij, Si)} ≤ T ?
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Comme nous l’avons de´ja` indique´, le r-dRSSP est une adaptation du dRSSP dans laquelle
on affecte au moins une ressource a` chaque algorithme. Nous l’avons aussi de´fini en supposant
que l’on est dans un contexte paralle`le et homoge`ne. Comme pour le dRSSP, nous admettrons
ici l’hypothe`se de line´arite´ indiquant que la performance des algorithmes soit proportionnelle
au nombre de processeurs sur lesquels ils sont exe´cute´s. Nous noterons lr-dRSSP pour de´signer
le r-dRSSP avec cette hypothe`se. Dans la suite, nous analysons sa complexite´.
5.2.2 Complexite´
The´ore`me 5.2.1. lr-dRSSP est NP-Complet.
De´monstration. La preuve de ce re´sultat est inspire´e de celle de la NP comple´tude du dRSSP
dans le cas ou` l’on a plus de ressources que d’algorithmes.
Il est facile de ve´rifier que le lr-dRSSP est dans NP. Supposons qu’un vecteur S = (S1, . . . , Sk)
soit une solution candidate a` une instance du l-dRSSP avec m ressources et k algorithmes.
On peut ve´rifier en O(nk) que S ve´rifie toutes les conditions d’une solution au proble`me en





peut eˆtre fait en O(k). Pour les n instances on peut de´terminer la somme des vj, j = 1, . . . , n
en O(nk).
Nous allons proce´der par une re´duction au proble`me de couverture d’ensembles pour mon-
trer que le l-dRSSP est NP complet.
On conside`re le proble`me de couverture d’ensembles suivant : ´Etant donne´ une valeur m et
les ensembles finis U = {u1, . . . , un}, F = {F1, . . . , Fk} avec
⋃k
i=1 Fi = U , trouver un sous
ensemble de F c ⊆ F tel que ⋃Fi∈F c = U et |F c| = x. Pour le re´soudre, nous allons utiliser
lr-dRSSP comme suit :
On construit une instance du lr-dRSSP avec m = x + k ressources et n + k instances I =
{I1, . . . , In+k}, tel que chaque Ij , j ≤ n correspond a` uj ∈ U , A = {A1, . . . , Ak} avec Ai qui




α > 0 si uj ∈ Fi
β = 2nmα + 1 si j = n+ i
T + 1 sinon.
et T = nmα
2
+ β(k − x
2
). On re´sout ce proble`me et si l’on obtient une solution, on prend l’en-
semble F c = {Fi t.q. Si ≥ 2} comme solution au proble`me de couverture d’ensembles. Le cas
e´che´ant, on re´pond que la couverture est impossible. Dans cette re´duction, nous avons utilise´ les
instances In+1, . . . , In+k et fixe´ la valeur de β de sorte a` avoir exactement x algorithmes ayant
deux ressources dans toute solution au lr-dRSSP 2. On peut facilement ve´rifier que l’ensemble
F c est bien une solution au proble`me de couverture d’ensembles.
2Voir annexe pour les de´tails sur T et β
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Re´ciproquement, s’il existe une couverture d’ensemble F c de taille m, alors le vecteur S =
(S1, . . . , Sk) ou` ∀i, 1 ≤ i ≤ k Si =
{
2 si Fi ∈ F c
1 sinon.
est une solution au proble`me du lr-dRSSP
de´crit plus haut. o
Corollaire 5.2.1. r-dRSSP est NP complet
Ce re´sultat indique que pour la version restreinte du dRSSP, il reste difficile de trouver un
algorithme en temps polynomial a` moins que P = NP .
Pour re´soudre lr-dRSSP, on peut utiliser l’algorithme ParcoursdRSSP que l’on modifie
en imposant au moins une ressource a` chaque algorithme. On peut facilement de´duire que la
complexite´ de ce nouvel algorithme est enO(pk(m−k)) ou` pk(m−k) est le nombre de partitions
de l’entier m en exactement k parts. Cette complexite´ est exponentielle.
Une autre approche de re´solution consiste a` adapter les algorithmes que nous avons propose´s
pour lr-dRSSP. La section suivante est consacre´e a` une e´tude dans cette direction.
5.3 Allocation moyenne sur le lr-dRSSP
Dans cette section nous nous inte´ressons a` l’adaptation sur lr-dRSSP des algorithmes de l’al-
location moyenne propose´s ante´rieurement. Nous commenc¸ons par introduire la borne infe´rieure
que nous allons utiliser pour l’analyse des algorithmes.
5.3.1 Bornes infe´rieures
Pour trouver une borne infe´rieure au lr-dRSSP, on peut se baser sur le re´sultat suivant :
Proprie´te 5.3.1. Le temps moyen de re´solution des instances I avec le lr-dRSSP est supe´rieur
ou e´gal a` celui pris pour le l-dRSSP
Ce re´sultat est de´duit du fait que toute solution au lr-dRSSP est une solution au l-dRSSP. Il
sugge`re aussi que l’on pourrait construire une solution au lr-dRSSP par transformation d’une
solution pour le lr-dRSSP afin de respecter la contrainte Si ≥ 1 ∀i ∈ {1, . . . , k}. Cette approche
est en contradiction avec la motivation qui nous pousse a` e´tudier lr-dRSSP car elle nous ame`ne
a` re´soudre a` nouveau le l-dRSSP. De plus, la NP comple´tude du l-dRSSP rend difficile le calcul
d’une telle borne.






{C(Ai, Ij,m)} de´finie au chapitre 4. On peut facilement e´liminer pmax
dans cette expression car pmax ≤ m− k − 1.
La borne infe´rieure Lb est facilement atteignable en employant l’exemple 4.5.1 du chapitre 4
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sur le lr-dRSSP.
Dans la suite nous revisitons les algorithmes base´s sur l’allocation moyenne sur le lr-dRSSP.
5.3.2 Algorithme de l’allocation moyenne
Nous avons introduit pour re´soudre le l-dRSSP des algorithmes base´s sur une allocation
moyenne des ressources sur le sous ensemble d’algorithmes A∗ = {Ai ∈ A ssi ∃j |C∗(Ij) =
min
i
{C(Ai, Ij,m)}. Dans ces algorithmes, il e´tait important de parvenir a` une se´lection efficace
des algorithmes participant au partage de ressources. Sur lr-dRSSP, la se´lection des algorithmes
tel que nous l’effectuons auparavant n’est plus justifie´e car tous les algorithmes doivent parti-
ciper au partage des ressources. Aussi, nous proposons avec l’algorithme MAr une rede´finition
de l’allocation moyenne. On peut facilement obtenir le re´sultat suivant :
Algorithm 3 MAr(S)
1: q = m div k
2: r = m− k × q
3: for i = 1 to k do
4: Si = q
5: end for
6: for i = 1 to r do
7: Si = Si + 1
8: end for
Proposition 5.3.1. MAr est une (2k − 1).pmax
m
approximation pour le l-dRSSP en O(k)
Cette proposition sugge`re que la version du restreinte du l-dRSSP n’est pas mieux approxi-
mable car sur le l-dRSSP, nous avons obtenu un rapport d’approximation similaire. En disant
cela, on ne prend ne´anmoins pas en compte le fait que la valeur de pmax dans le lr-dRSSP est
dans le pire des cas plus petite que celle du l-dRSSP. Le re´sultat suivant permet de mieux cerner
cela
Proposition 5.3.2. Dans le pire des cas, MAr est une k-approximation pour lr-dRSSP
De´monstration. Soit q le plus petit nombre de ressources affecte´es a` un algorithme dans le
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Dans le pire des cas, pour l-dRSSP, l’algorithme MA donne une solution qui est une 2k− 1
approximation. Aussi, on peut conclure que la contrainte d’affectation d’une ressource au moins
a` chaque algorithme nous permet d’avoir de meilleures approximation.
En utilisant la technique de se´lection d’un sous ensemble d’algorithmes candidats, nous
pensons qu’il est difficile de faire mieux que la borne de k dans le pire des cas. Dans la suite nous
allons introduire une nouvelle technique qui proce`de par hybridation de MAr et de l’algorithme
exact pour obtenir de meilleures approximations sur l-dRSSP.
5.4 Approche hybride de re´solution du lr-dRSSP
5.4.1 Ide´e ge´ne´rale
La difficulte´ du lr-dRSSP re´side dans le choix de la bonne allocation des ressources. L’algo-
rithme MAr propose une allocation moyenne des ressources et donne une solution k approche´e.
Si cet algorithme a une bonne complexite´ en temps, il ne conside`re que tre`s peu de partages
parmi l’ensemble de ceux qui sont possibles. Pour ame´liorer l’approximation fournie par cet
algorithme, une approche consiste a` choisir un sous ensemble d’algorithmes candidats pour
lesquels on conside`re l’ensemble des allocations de ressources possibles tout en appliquant
le partage de ressources donne´ par l’algorithme MAr sur le reste des algorithmes candidats.
Dans cette approche, on fixe une valeur g et on scinde les algorithmes candidats en deux sous
ensembles. Un sous ensemble A+ = {A′1, . . . , A′g} avec A′i,∈ A,∀i ∈ {1, . . . , g} des algo-
rithmes sur lesquels on teste toutes les affectations de ressources possibles (S1, . . . , Sg) avec∑g
i=1 Si ≤ m et un sous ensemble A− = {A′g+1, . . . , A′k}, A′i,∈ A,∀i ∈ {g + 1, . . . , k}
des algorithmes sur lesquels on applique MAr sur les m −∑gi=1 Si ressources restantes. Dans
cette approche, on conside`re plus d’allocations de ressources que dans MAr. Son inte´reˆt est
que dans l’ensemble des allocations que l’on parcourt, on est suˆr de tomber sur l’affectation des
ressources donne´e par l’algorithme exact sur les algorithmes dans A+. Dans ce cas, on ne se
trompe que sur les allocations effectue´es aux algorithmes restants (ceux dans A− = A \ A+).
Cette dernie`re remarque sugge`re que le choix du sous ensemble A+ est critique dans la mesure
ou` l’on peut trouver pour eux l’allocation donne´e par la solution optimale. Nous allons dans
cette partie conside´rer deux approches pour un tel choix.
5.4.2 Choix quelconque des ressources
Une premie`re approche pour choisir le sous ensemble A+ consiste a` les prendre de fac¸on
ale´atoire. Dans ce cas, nous avons l’algorithme MAG1 pour Mean Allocation with Guess 1.
En supposant que dans l’ensemble A+, on a les algorithmes {A1, . . . , Ag}, nous donnons ci
dessous sa formulation.
Cet algorithme hybride l’approche exacte de re´solution du lr-dRSSP avec l’algorithme de
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Algorithm 4 MAG1(S, index, sum, melCout, Sol)
1: if index = g + 1 then
2: for j = g + 1 to k do
3: Si = ⌊(m − sum)/(k − g)⌋ {On partage les ressources restantes sur les k − g
algorithmes Ag + 1, . . . , Ak}
4: end for
5: Cout = Cout Portfolio(S) {On calcule le couˆt du portfolio induit par l’allocation
S et on sauvegarde cela dans Cout}.
6: if Cout < melCout then
7: melCout = Cout
8: for j = 1 to k do




13: if sum < m− (k − index+ 1) then
14: for j = 1 to m− sum− (k − index+ 1) do
15: Sindex = j
16: MAG1(S, index+ 1, sum+ j, melCout, Sol)
17: end for
18: else { Toutes les ressources sont alloue´es, on avance index pour calculer le couˆt de
l’allocation}
19: for j = index to g do
20: Sj = 1
21: end for
22: MAG1(S, g + 1, sum, melCout, Sol) {Ainsi on teste toutes les allocations pos-
sibles pour A1, . . . , Ag}
23: end if
24: end if
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l’allocation moyenne. Il doit eˆtre exe´cute´ initialement avec index = 1, sum = sol = 0 et
melCout = +∞. La complexite´ et l’approximabilite´ de MAG1 sont donne´s par le re´sultat
suivant :
Proposition 5.4.1. MAG1 donne une solution k−g+1 approche´e du lr-dRSSP en O((m+1)g)
De´monstration. On peut noter que la complexite´ de cet algorithme est domine´e par le nombre
de partage possibles de la valeur m en g morceaux.
Pour la qualite´ de la solution de MAG1 , nous remarquons qu’en parcourant l’ensemble des
allocations possibles, on tombe force´ment sur une allocation S = (Sopt1 , . . . , Soptg , . . . , Sk) ou`
Sopt1 , . . . , S
opt
g , sont les allocations de la solution optimale pour les algorithmes A1, . . . , Ag.
Nous allons dans l’analyse borner le couˆt d’exe´cution de MAG1 par celui obtenu dans cette
allocation.
De´signons par C(Ij) le couˆt de re´solution de l’instance Ij sur l’allocation S et Copt(Ij) celui
de l’algorithme optimal. Nous allons ici scinder l’ensemble des instances I en deux. Un sous
ensemble I− des instances qui sont re´solus (dans la solution optimale) par les algorithmes dans



































Or, si Ij ∈ I+ alors on sait que C(Ij) ≤ Copt(Ij) car son couˆt de re´solution serait au moins














Posons k′ = k − g et m′ = m −∑gi=1 Si. En appliquant l’allocation moyenne pour partager
les ressources a` A−, on leur affecte chacun au moins q′ ressources ou` q est obtenu par division
euclidienne de m par k (m′ = qk′ + r′). Pour chaque instance Ij ∈ I−, soit Cm(Ij) son plus
petit temps de re´solution avec un algorithme dansA−. On a ∀Ij ∈ I−, C(Ij) ≤ mq′Cm(Ij). ´Etant
donne´ que dans la solution optimale, on affecte au plus m′ − k′ − 1 ressources a` un algorithme




≤ 1 + m′−k′−1
q′
≤ 1 + q′k′+r′−k′−1
q′
≤ 1 + k′
o
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L’inte´reˆt de ce re´sultat est que nous pouvons choisir diffe´rentes valeurs de g et avoir en un
temps polynomial en g une solution k − g + 1 approche´ du lr-dRSSP.
Nous avons vu qu’il est possible de trouver une meilleure approximation au lr-dRSSP en testant
toutes les allocations possibles pour un nombre quelconque fixe´ d’algorithmes. Nous avons dans
une premie`re approche conside´re´ le cas ou` les diffe´rents algorithmes pour lesquels on cherche
l’allocation exacte sont pris de fac¸on quelconque. Intuitivement toutefois, on peut noter qu’en
conside´rant diffe´rent sous ensembles de g algorithmes, on obtient pas dans la solution finale de
MAG1 . Nous allons dans la suite voir comment l’on peut ame´liorer le choix du sous ensemble
A+
5.4.3 Prise en compte de tous les choix
Afin d’ame´liorer le choix du sous ensemble A+, nous proposons de prendre en compte tous
les sous ensembles de g algorithmes candidats que l’on peut avoir. Pour cela, on re´pe`te l’algo-
rithme MAG1 sur toutes les combinaisons de g algorithmes que l’on peut avoir et la combinaison
conduisant au plus petit temps d’exe´cution est retenue. Nous nommons ce nouvel algorithme
MAG2 . La complexite´ et l’approximabilite´ de MAG2 sont donne´s par le re´sultat suivant :
Proposition 5.4.2. MAG2 donne une solution k−1
g






De´monstration. La complexite´ de cet algorithme peut facilement eˆtre de´duite du fait que l’on
choisis tous les sous ensembles de g algorithmes sur lesquels on applique MAG1 .
Pour analyser la qualite´ de la solution produite, nous proce´dons comme pre´ce´demment. ´Etant
donne´ un algorithme Ai soit σ(i) l’ensemble des instances dans la solution optimale sur les-
quelles il est le meilleur. Soit Copt(Ai) sa participation dans le partage de ressource optimal pour
la re´solution des instances. Cette participation est obtenue en prenant la somme de ses couˆts







). A travers son exe´cution,
MAG2 conside`re ne´cessairement un sous ensemble d’algorithmes A+ = {A′1, . . . , A′g} et une
allocation de ressources S donnant le nombre optimal des ressources aux algorithmes A+ avec
Copt(A′1) ≥ Copt(A′g) ≥ Copt(A′g+i), i ≥ 1. Sans nuire a` la ge´ne´ralite´, nous allons ici suppo-






). Avec le choix d’algorithmes A+ et l’allocation S, si TMAG2 est le
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Or, on a C(Ai) ≤ mSi
∑
Ij∈σ(i)
C∗(Ij) et Copt(Ai) = mSopti
∑
Ij∈σ(i)
C∗(Ij) (C∗(Ij) est le plus petit couˆt

















































− 1) ≤ m′
q′
− k′. Ceci se de´duit du fait que la somme de allocations ∑ki=g+1 Sopt
est e´gale a` m′ et que que l’on a partage´ e´quitablement les m′ ressources restantes en q′ aux

















≤ 1 + k′−1
g
car r′ < k′ et q′ ≥ 1
o
En prenant en compte tous les sous ensembles possibles d’algorithmes, on peut donc e´tablir
the´oriquement que l’on obtient une meilleure approximation de la solution optimale.
Les approches hybrides que nous avons introduit dans cette partie peuvent aussi eˆtre applique´es
directement sur l-dRSSP. Ne´anmoins, nous pre´cisons que dans ces cas, nous n’obtenons pas
les meˆmes rapports d’approximation. En particulier l’analyse est rendue difficile du fait que
certains algorithmes peuvent ne pas avoir de ressources tant dans la solution optimale que dans
les solutions que nous aurons en utilisant MAG1 et MAG2 .
Dans la section suivante, nous allons e´valuer sur lr-dRSSP les diffe´rents algorithmes que nous
avons pre´sente´ dans ce chapitre.
5.5 Expe´rimentations sur SAT
Pour les expe´rimentations, nous utilisons a` nouveau la base SatEx conside´re´e dans le cha-
pitre 4. Nous rappelons que cette base donne les temps d’exe´cution de 1303 instances sur 23
solveurs. Ci dessous, nous pre´sentons notre plan d’expe´rimentation.
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5.5.1 Plan d’expe´rimentation
Nous avons effectue´ 2 se´ries d’expe´rimentations.
1.
2. L’objectif de la premie`re se´rie d’expe´rimentations est de comparer la qualite´ de solution
et du temps d’exe´cution des algorithmes propose´s dans ce chapitre. Nous avons conside´re´
ici 50 ressources a` partager entre les 23 algorithmes candidats.
3. Dans seconde se´rie, nous avons compare´ nos algorithmes approche´s avec la solution
exacte. Nous avons conside´re´ ici 30 tirages de 5, 6 algorithmes candidats avec 30 res-
sources a` partager.
Tous les jeux de donne´es et les algorithmes que nous avons utilise´s sont disponibles a` l’adresse
http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/.
5.5.2 Re´sultats
5.5.2.1 Premie`re se´rie d’expe´rimentations
Sur la figure 5.2, nous pre´sentons les couˆts d’exe´cutions de nos algorithmes lorsqu’on fait
varier g de 1 a` 3. On peut noter que plus la valeur de g croıˆt, meilleur est le portfolio pro-
duit. En outre l’algorithme MAG2 est toujours meilleur que MAG1 ce qui valide les rapports
d’approximation e´tablis pour ces algorithmes.
Sur la figure 5.3, nous pre´sentons les temps d’exe´cution de MAG1 et MAG2 . On peut noter
que le temps de MAG2 est toujours plus grand que celui de MAG1 . Ceci est duˆ au fait que
l’on conside`re un plus grand sous ensemble d’algorithmes candidats pour lesquels on parcourt
l’ensemble des allocations possibles dans MAG2 .
5.5.2.2 Seconde se´rie d’expe´rimentations
Sur la figure 5.4, nous pre´sentons sur 30 ressources les couˆts moyens d’exe´cution obtenus
avec les algorithmes MA, MAG1 , MAG2 et la solution optimale. On peut noter ici globalement
(hormis sur l’allocation moyenne) que la qualite´ de la solution obtenue est meilleure quand on
passe de 5 a` 6 algorithmes. Ceci indique que les solutions propose´es permettent effectivement
de be´ne´ficier de la comple´mentarite´ des algorithmes candidats.
Dans plusieurs cas, l’algorithme MAG2 est tre`s pre`s de la solution optimale avec seulement
g = 2. Ceci indique que cette approche est avantageuse dans le cas ou` pour le portfolio que
l’on cible, il y a un sous ensemble d’algorithmes qui dans la solution optimale re´sout la plupart
des instances. Cela explique aussi une autre observation a` laquelle on aurait pu s’attendre :
the´oriquement, le rapport d’approximation des algorithmes MAG1 et MAG2 croıˆt de fac¸on
line´aire en fonction du nombre d’algorithmes. En pratique toutefois, nous n’avons pas parti-
culie`rement note´ cette observation comme dans le cas de l’algorithme MA. Nous pensons que















































FIG. 5.3 – Temps d’exe´cution de MAG1 et MAG2 sur 100 ressources avec 23 algorithmes.
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l’existence de sous ensemble d’algorithmes dominant dans la solution finale et repe´re´s par les
algorithmes MAG1 et MAG2 permet d’expliquer cela. En supposant en effet que l’essentiel des
ressources dans un portfolio est concentre´ entre quelques algorithmes, si l’on trouve donc une
allocation des ressources qui affecte la majeure partie des ressources a` ces derniers en suivant
e´ventuellement les disproportions existants dans l’affectation des ressources optimales a` ceux
ci, alors on peut eˆtre tre`s pre`s de l’optimal. On peut aussi noter sur cette figure que la perfor-
mance de MAG1 s’ame´liore quand la valeur de g croıˆt. Cela confirme l’analyse the´orique sur le





























FIG. 5.4 – Couˆt d’exe´cution de MAG1 et MAG2 sur 30 ressources
Sur la figure 5.5, nous pre´sentons les temps d’exe´cution obtenus dans cette se´rie d’expe´rimentations.
On note une fois de plus que le temps d’exe´cution de MAG2 de´passe toujours celui de MAG1 .
On peut aussi observer que lorsque la valeur de g est tre`s grande, MAG2 est beaucoup plus lent
que l’algorithme optimal. Nous pensons que cela peut s’expliquer par l’implantation de MAG2 .
Ici, il faut calculer les diffe´rents sous ensemble d’algorithmes candidats a` conside´rer puis tes-
ter toutes les diffe´rentes allocations possibles sur ces derniers (dans l’algorithme candidat on a
un seul sous ensemble candidat a` conside´rer ce qui facilite l’implantation). En optimisant cette
implantation, nous pensons que l’on peut obtenir un meilleur temps d’exe´cution.
5.6 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons introduit une version restreinte du le l-dRSSP. Nous avons



























FIG. 5.5 – Temps d’exe´cution de MAG1 et MAG2 sur 30 ressources
(Celles ci peuvent par ailleurs eˆtre e´tendu au l-dRSSP). Les approches de re´solution introduites
dans ce chapitre combinent des solutions partielles exactes au proble`me avec des solutions
approche´es. Nous avons analyse´ la garantie the´orique des diffe´rents algorithmes et nous les
avons e´value´s expe´rimentalement en utilisant une base de donne´es sur les solveurs SAT. Les
expe´rimentations re´ve`lent l’inte´reˆt de conside´rer une sous solution exacte dans la construction
des portfolio et la justesse des analyses the´oriques effectue´es. Par exemple MAG1 n’a pro-
duit sur aucune expe´rimentation une solution de meilleure qualite´ que MAG2 . En outre, les
expe´rimentations montrent que les approches hybrides propose´es sont avantageuses lorsqu’on
a un sous ensemble d’algorithmes dominants. Avec par exemple MAG2 , la connaissance du
nombre exact de ressources pour seulement deux algorithmes dans plusieurs cas a permis l’ob-
tenition du portfolio optimal.
Les bons re´sultats obtenus sur le lr-dRSSP sugge`rent que dans le cas ge´ne´ral, il serait
inte´ressant de privile´gier pour de´finir un partage de ressources une approche en deux phases.
Dans un tel contexte, la premie`re phase proce`de a` une e´limination de l’ensemble des algo-
rithmes ne devant pas participer au partage. La seconde phase applique l-dRSSP sur l’ensemble
des algorithmes restants.
A l’issue de ce travail, nous envisageons essentiellement d’e´tendre lr-dRSSP aux environ-
nement he´te´roge`nes ou` comme nous l’avons indique´ au chapitre pre´ce´dent, la proble´matique du
choix du meilleur algorithme est en ge´ne´ral motive´e. Nous envisageons aussi la paralle´lisation
des approches hybrides et exactes propose´es. Ceci est en particulier inte´ressant dans la mesure
ou` nous de´finissons lr-dRSSP dans un contexte paralle`le homoge`ne. Nous envisageons enfin
l’utilisation d’une technique de se´lection d’un sous ensemble d’algorithmes peu couˆteuse afin
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d’optimiser MAG1 . L’approche employe´e dans MAG2 est en effet couˆteuse en temps lorsque
le nombre d’algorithmes candidats dans A+ est important. On pourrait lui substituer celle em-




Dans cette the`se, nous nous sommes inte´resse´s a` la combinaison des algorithmes re´solvant
un meˆme proble`me avec pour objectif de re´duire son temps de re´solution. Nous nous sommes
focalise´s sur les solutions algorithmiques. Nous avons pre´sente´ les diffe´rentes mode´lisations
que l’on peut adopter dans ce contexte avec en particulier : les techniques de se´lection d’algo-
rithmes, de combinaison re´cursive, d’apprentissage automatique et de portfolio d’algorithmes.
Ces diffe´rentes techniques peuvent eˆtre regroupe´es en approches clairvoyantes et non clair-
voyantes.
Nous avons choisi d’e´tudier plus spe´cifiquement les approches base´es sur les portfolio d’algo-
rithmes. Cette approche est inte´ressante lorsque l’on veut combiner les algorithmes sans mode`le
de performance analytique capable de donner une bonne estimation du temps d’exe´cution des
algorithmes quelle que soit l’instance du proble`me a` re´soudre. L’approche des portfolio d’algo-
rithmes exploite les e´le´ments venant des approches on-line et celles base´es sur l’apprentissage
automatique. Au niveau des approches on-line, on exploite le mode`le par portfolio que l’on
adapte aux algorithmes. Au niveau des approches base´es sur l’apprentissage, on exploite la no-
tion de benchmark permettant d’infe´rer les me´canismes de choix.
Deux voies de construction des portfolio d’algorithmes ont e´te´ propose´es dans cette the`se.
La premie`re est base´e sur la me´thode des plus proches voisins en apprentissage automatique.
Cette approche est adaptative car elle proce`de en de´terminant le portfolio le plus adapte´ pour
chaque instance a` re´soudre. Celle ci a e´te´ applique´e au proble`me de re´solution des syste`mes
line´aires ou` nous e´tions capable dans certaines situations de pre´dire 94% des cas un sous
ensemble restreint contenant l’algorithme le mieux adapte´ pour re´soudre le proble`me cible.
Par ailleurs, nous avons pu obtenir de bons temps de re´solution en moyenne des instances de
syste`mes line´aires.
Dans la seconde voie, on de´termine le meilleur portfolio pour un proble`me uniquement a` partir
de la connaissance de ses performances sur un jeu de donne´es que l’on suppose repre´sentatif
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du proble`me cible. L’objectif dans cette approche est de proposer une solution robuste qui doit
en moyenne re´soudre les instances du proble`me avec un temps d’exe´cution plus court que ce-
lui de n’importe quel algorithme pris individuellement. Dans la seconde approche, nous avons
propose´ un proble`me the´orique pour la construction des portfolio d’algorithmes et analyser sa
difficulte´. Nous avons aussi propose´ plusieurs solutions a` ce proble`me que nous avons valide´es
expe´rimentalement en simulant des portfolio pour la re´solution du proble`me SAT.
Les expe´rimentations ont montre´ dans plusieurs situations que nos algorithmes pouvaient obte-
nir une solution qualitativement tre`s pre`s de l’optimale. En outre, elles ont montre´es que nous
e´tions capables d’obtenir de meilleur portfolio d’algorithmes en moyenne (un meilleur couˆt
de re´solution des instances) en utilisant un nombre plus important d’algorithmes candidats. Ce
re´sultat est important car sugge´rant qu’avec une plus grande connaissance d’un proble`me (en
termes d’algorithmes candidats le re´solvant) on peut le re´soudre plus efficacement.
Les re´sultats the´oriques et expe´rimentaux que nous avons obtenus re´ve`lent l’inte´reˆt des ap-
proches par portfolio d’algorithmes dans un contexte non clairvoyant de combinaison des al-
gorithmes. Nous pre´cisons en particulier qu’il est important que l’on ait une grande variabilite´
dans les temps d’exe´cution pour que le surcouˆt lie´ a` la redondance des calculs dans le port-
folio soit amorti. Ceci est en ge´ne´ral le cas avec les me´thodes heuristiques de re´solution des
proble`mes NP complet ou les algorithmes nume´riques ite´ratifs. Par ailleurs, la repre´sentativite´
du benchmark utilise´ a un impact sur la qualite´ du portfolio d’algorithmes. Il est important de
noter a` cet effet que les e´le´ments de la the´orie de l’e´chantillonnage [Kearns and Vazirani 1994]
permettent dans certains cas de caracte´riser la qualite´ des benchmarks. Ensuite, comme nous
l’avons de´ja` souligne´, pour certains proble`mes bien connus notamment en optimisation combi-
natoire, il existe de nombreux travaux visant a` e´laborer des benchmarks de qualite´. Les utiliser
pour construire un portfolio d’algorithmes serait judicieux.
Dans cette the`se, nous avons employe´ deux approches de validation de nos solutions. Dans
la premie`re nous nous sommes situe´s dans un sce´nario ou` a` partir d’un sous ensemble fini d’ins-
tances, on doit re´soudre un ensemble d’instances beaucoup plus grand. Cette approche s’inspire
de la technique du sous e´chantillonage en apprentissage automatique [Mitchell 1997] et refle`te
le fonctionnement en pratique de plusieurs bibliothe`ques baˆties sur les
benchmarks [Whaley et al. 2001, Bilmes et al. 1997, Frigo and Johnson 1998]. La seconde ap-
proche de validation a consiste´ a` construire un portfolio a` partir d’un sous ensemble d’instances
et de tester ce portfolio sur ce sous ensemble. A la diffe´rence de la premie`re approche, celle ci
est moins ge´ne´rique et est plus adapte´e au cadre d’une compe´tition ou` l’on connaıˆt a` l’avance le
comportement des instances que l’on aura sur les diffe´rents algorithmes. Cependant, elle n’est
pas de´nue´e de tout fondement si l’on se situe dans un contexte ou` les instances a` re´soudre sont
tre`s proches d’un sous ensemble connu. De plus, le fait que l’on ne reconnaisse pas a` chaque
fois les instances que l’on re´sout dans la seconde approche nous permet de nous situer un peu




Cette e´tude a permis de de´gager une approche possible pour un proble`me difficile et souvent
mal pose´. Nous envisageons plusieurs perspectives. Elles portent principalement sur :
– L’ame´lioration de la validation
– Prise en compte des autres contextes d’exe´cution
– L’e´tude des strate´gies pour le partage mixte du temps et des ressources
– La prise en compte de la qualite´ des re´sultats obtenus
6.2.1 Ame´lioration de la validation
Dans la validation sur les syste`mes d’e´quations line´aires, nous avons cible´s la minimisation
du nombre d’ite´rations et non du temps d’exe´cution. Si la proximite´ des couˆts d’ite´rations entre
les solveurs se´lectionne´s motive ce choix, il n’est toutefois pas entie`rement fide`le au mode`le de
combinaison que nous avons propose´. En prenant en compte les temps d’exe´cution en particu-
lier, on peut noter que les effets de caches apparaıˆtront dans la pre´emption des solveurs ce qui
aura un impact sur les re´sultats. La meˆme critique sur la validation peut eˆtre porte´e sur l’ap-
proche statique de combinaison que nous avons employe´. L’usage des solveurs re´els dans un
contexte paralle`le pourra faire apparaıˆtre d’autres conside´rations importantes que nous n’avons
pas releve´.
6.2.2 Prise en compte des autres contextes d’exe´cution
Dans ce manuscrit, nous avons conside´re´ uniquement les environnements paralle`les ho-
moge`nes en conside´rant un paralle´lisme ide´al. Cette e´tude doit eˆtre e´tendue aux cas des en-
vironnements he´te´roge`nes et distribue´s. Dans ces cas, les mode`les de performance que nous
avons propose´s sur le paralle´lisme des algorithmes ne seraient pas ne´cessairement valides. Ceci
ne´cessitera sans doute de revisiter les solutions propose´es.
6.2.3 Partage du temps et des ressources
Dans cette e´tude, nous avons conside´re´ se´pare´ment la construction des portfolio par partage
de temps et par partage de ressources. On peut aussi envisager de construire des mode`les par
portfolio dans lesquels on met en oeuvre simultane´ment les deux types de partage. Le principal
inte´reˆt de ce choix est d’accroıˆtre la combinatoire possible dans la combinaison des algorithmes.
Dans cette perspective toutefois, il serait inte´ressant de proposer au pre´alable un mode`le efficace
pour la mesure du temps dans le partage des ressources qui prennent en compte les effets de
la pre´emption des algorithmes (qui ne´cessite de sauvegarder le contexte et de rede´ployer les
donne´es).
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6.2.4 Prise en compte de la qualite´ des re´sultats obtenus
Dans cette e´tude, nous nous sommes focalise´s a` la combinaison des algorithmes afin de
re´duire uniquement le temps d’exe´cution. Certains algorithmes toutefois notamment dans la
re´solution des syste`mes line´aires ou sur le proble`me SAT proposent diffe´rentes qualite´ de solu-
tion en fonction du temps d’exe´cution. Par exemple dans la premie`re se´rie d’expe´rimentations
re´alise´es au chapitre 3, nous avons note´ dans certains cas que seuls 57% des syste`mes line´aires
e´taient effectivement re´solus. La prise en compte de la qualite´ des re´sultats devient ainsi un
facteur important. Une approche dans cette optique a e´te´ propose´e dans [Fukunaga 1999]. Elle
propose de fixer un temps d’exe´cution maximal pour l’obtention d’une solution et de de´terminer
la combinaison conduisant a` la meilleure qualite´ de solution possible. De fac¸on ge´ne´rale, les
techniques d’optimisation dans un contexte multi-objectif [Saule 2008] pourraient ici eˆtre envi-
sage´es en de´terminant les meilleurs compromis entre la qualite´ d’une solution et le temps qu’il
a fallu pour l’obtenir.
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Annexe A
A.1 Choix de T et γ dans la preuve de NP Comple´tude du
l-dRSSP quand k < m
T a e´te´ choisi en vue de donner le couˆt de re´solution des instances lorsque : l’on donne km
ressources a` Ak+1 et l’on choisit un sous ensemble couvrant d’algorithmes (qui peut re´soudre
chaque instance en au plus mα)dont chaque algorithme a une ressource. Le couˆt de re´solution
de Ik+1 induit par l’affectation de km ressources a` Ak+1 est kγ(k+1)mkm = γ(k+1). Le couˆt induit
pour la re´solution des n instances I1, . . . , In avec un sous ensemble couvrant d’algorithmes
ayant 1 ressource est nmα(k + 1). On en de´duit la valeur de T .
Pour choisir γ, nous conside´rons le couˆt T1 de re´solution des n + 1 instances si l’on donne
km−1 ressources a` Ak+1. On peut facilement ve´rifier que T1 > γ(k+1)mkm−1 . Comme nous voulons
que l’affectation de moins de km ressources ne puisse pas permettre d’atteindre une somme total
de couˆt de T , nous posons γ(k+1)m
km−1
> γ(k+1)+nm(k+1)α ce qui donne γ > nmα(km− 1).
A.2 Choix de T et β dans la preuve de NP Comple´tude du
lr-dRSSP
T est choisi ici de sorte a` donner le couˆt de re´solution lorsque l’on a un sous ensemble
couvrant de x algorithmes (qui peut re´soudre chaque instance I1, . . . , In en au plus mα) dont
chaque algorithme posse`de deux ressources. Dans ce cas en effet, le couˆt de re´solution des
instances I1, . . . , In est de nαm2 car ces dernie`res seront re´solues par les algorithmes du sous
ensemble couvrant. Parmi les k instances restantes In+1, . . . , In+k, l’on aura x instances qui
seront re´solues par les algorithmes du sous ensemble couvrant et les k − x instances restantes
par les autres algorithmes. On en de´duit que T = nmα
2
+ β(k − x
2
).
Pour choisir β, nous imposons que dans toute solution, il n’y ait pas plus de k−x algorithmes
ayant une ressource (pour garantir que l’on a bien x algorithmes ayant deux ressources). Si
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k− x+ j ont deux ressources alors, parmi les instances In+1, . . . , In+k, k− x+ j sont re´solues
par un algorithme ayant une ressource et x−j par un algorithme ayant plus d’une ressource. Ce
couˆt est donc de la forme βm(k−x+ j)+ t(x− j) ou` t(x− j) est le couˆt des instances re´solues
avec plus d’une ressource. On peut facilement observer que la plus petite valeur de t(x− j) est
obtenue quand les m− (k− x+ j) = 2x− j ressources restantes sont partage´es e´quitablement
entre algorithmes. Aussi on de´duit que t(x − j) ≥ (x − j)mβ x−j
2x−j
. Nous de´duisons β en
imposant que le couˆt de re´solution des instances In+1, . . . , In+k de´passe T quand on n’a pas x
algorithmes ayant deux ressources. On pose pour cela l’ine´quation βm(k−x+ j)+ (x−j)2mβ
2x−j
>
T . Une solution existe dans cette ine´quation si β > nm
α
2
(2(2x−j))
jx
.
